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Desarrollo de una herramienta de interpolacio´n geome´tri-
ca de cauces para simulacio´n 1D y 2D de flujos en r´ıos
Resumen
Los modelos de flujo superficial han constituido un campo de investigacio´n muy activo re-
cientemente. Estos modelos son de gran intere´s para la simulacio´n de eventos de inundacio´n en
r´ıos y as´ı analizar y evaluar la respuesta frente a una gran variedad de situaciones pra´cticas. En
este tipo de modelos, la informacio´n topogra´fica y batime´trica es fundamental para la adecuada
descripcio´n del terreno, y constituye una de las mayores fuentes de incertidumbre y error en las
simulaciones.
Los modelos de flujo unidimensionales (1D), promediados en la seccio´n transversal, y bi-
dimensionales (2D), promediados en la vertical, son los ma´s utilizados en este contexto. La
principal ventaja de los modelos 1D es su bajo costo computacional, a costa de no poder repre-
sentar ni resolver correctamente las llanuras de inundacio´n ni los flujos que desbordan del cauce
principal. Por otra parte los modelos bidimensionales s´ı son capaces de simular los flujos que
se producen en las llanuras de inundacio´n, con una calidad dependiente de la representacio´n
topogra´fica, tanto de la informacio´n medida en campo como de su discretizacio´n en una malla
computacional. Los modelos bidimensionales sin embargo, acarrean un coste computacional
mucho mayor.
La te´cnica LIDAR (Light Detection and Ranging) permite la obtencio´n de informacio´n
topogra´fica de una forma barata, ra´pida y fiable, con alta resolucio´n espacial en las tres dimen-
siones. A partir de dicha informacio´n, es posible crear modelos digitales del terreno (o MDT)
que representan el relieve con una gran fidelidad. Sin embargo, el LIDAR convencional no es
capaz de medir el terreno debajo de la superficies de agua, por lo cual resulta necesario contar
con fuentes de informacio´n alternativas para conocer la batimetr´ıa del cauce, imprescindible
para la simulacio´n hidra´ulica.
Aunque es posible obtener superficies batime´tricas con tecnolog´ıa SONAR, tradicionalmen-
te la informacio´n batime´trica se ha obtenido realizando estudios topogra´ficos de los cauces de
los r´ıos. Esto genera secciones transversales que proporcionan valiosa informacio´n acerca de la
forma del cauce, aunque escasa y no exenta de error. A diferencia de la informacio´n LIDAR, las
secciones transversales proveen informacio´n de utilidad exclusiva para los modelos unidimensio-
nales. Para realizar simulaciones bidimensionales es necesario reinterpretarla y complementarla.
En el mejor de los casos, se cuenta con ambas fuentes de informacio´n, consistentes y sis-
tema´ticas, las cuales es posible combinar para subsanar as´ı sus deficiencias individuales. El
objetivo de este trabajo consiste en desarrollar una estrategia precisa, fiable y eficiente capaz
de, a partir de la informacio´n disponible (LIDAR sin batimetr´ıa y/o secciones transversales),
generar un MDT que incluya la totalidad del dominio a trave´s de te´cnicas de interpolacio´n
geome´trica (splines cu´bicos de Hermite) que respeten criterios hidra´ulicos. La te´cnica es valida-
da por medio de simulaciones 1D y 2D en geometr´ıas sinte´ticas as´ı como sobre dos tramos del
r´ıo Ebro. Se evalu´a la calidad de la interpolacio´n geome´trica, as´ı como su efecto sobre variables
de control hidra´ulicas y en te´rminos de caudales y niveles superficiales simulados.
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Cap´ıtulo 1
Introduccio´n
Los modelos hidra´ulicos permiten conocer la extensio´n, la duracio´n y la magnitud de inun-
daciones sobre una topograf´ıa concreta. Para ello, tradicionalmente se han utilizado modelos
1D [7][8][9][10], que aunque computacionalmente son ma´s econo´micos que los 2D y 3D, no son
capaces de simular ni representar el r´ıo de forma precisa, ni las condiciones hidra´ulicas preva-
lentes durante la inundacio´n de un r´ıo o valle glacial, ni tampoco los sistemas de r´ıos complejos
(p. ej. r´ıos anastomosados)[11]. Consecuentemente, con objeto de comprender los procesos hi-
drodina´micos que se dan en tales casos, se recurre a los modelos 2D o 3D.
Los modelos 3D son los que producen una solucio´n ma´s precisa de la hidrodina´mica de la llanura
de inundacio´n [13][14], pero su alto costo computacional hacen de estos modelos ineficientes en
la mayor´ıa de los casos. Por lo tanto, en la mayor´ıa de las ocasiones se recurre a modelos que
promedian en la vertical las ecuaciones del flujo de superficie libre (modelos 2D), debido a que
las profundidades de agua presentes en los problemas de hidrolog´ıa fluvial as´ı lo permiten. Ma´s
au´n, en gran parte de la literatura relativa a la simulacio´n nume´rica se utilizan modelos transito-
rios [15][16][17][18][19][20] incluso para simular estados estacionarios. Algunos de estos modelos
aplicados sobre las llanuras de desbordamiento, utilizan modelos simplificados que desprecian
el te´rmino convectivo de las ecuaciones [22][15][18][20][21]. Reduciendo as´ı el propio significado
de la velocidad de los procesos f´ısico-qu´ımicos, incluso la capacidad de tener en consideracio´n
situaciones en las que el agua se encuentre en reposo [23]. En cambio, utilizando los modelos
2D completos, tambie´n llamados de aguas poco profundas [4], es posible obtener informacio´n
fiable de la velocidad promediada en la vertical, algo de gran importancia en multitud de pro-
blemas de hidra´ulica fluvial. En este sentido, las ecuaciones de aguas poco profundas han sido
aceptadas como la base para el desarrollo de los modelos hidra´ulicos [24][25]. Estos modelos
esta´n gobernados por los efectos de friccio´n del lecho y sus irregularidades [26], as´ı como por
los efectos advectivos transitorios.
En los u´ltimos an˜os, el desarrollo de un modelo expl´ıcito de volu´menes finitos de aguas poco
profundas ha sido de vital importancia en el desarrollo de los modelos hidra´ulicos robustos
y eficientes. Los me´todos nume´ricos plantean dificultades en presencia de fondos irregulares
y rugosos dado que e´stos participan como te´rminos fuente de las ecuaciones del flujo. Con-
secuentemente, se ha hecho ma´s de un intento en buscar un me´todo para los flujos sobre
geometr´ıas irregulares [27][28][29][34][3][31]. Adema´s, el tratamiento de la frontera seco-mojado
para volu´menes finitos ha sido objeto de gran estudio y trabajo [32][33][34][2][31][35].
La dependencia de las ecuaciones del modelo 2D respecto a la elevacio´n del terreno, hace ne-
cesaria una representacio´n topogra´fica de una gran fidelidad para asegurar que los resultados
son fiables y precisos, ya que en otro caso los resultados pueden ser incorrectos [36]. Una forma
de obtener informacio´n exhaustiva de la topograf´ıa es a trave´s de los modelos digitales terres-
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tres o MDTs, que abarque tanto el cauce como las llanuras de inundacio´n. Para ello la labor
se divide en dos partes. Una es la obtencio´n de la topograf´ıa correspondiente al terreno por
encima del nivel de agua, y otra la obtencio´n de la topograf´ıa de la regio´n sumergida. Cada una
requiere de una te´cnica distinta para su medida. En el caso de la primera, la te´cnica empleada
es la del LIDAR. Esta te´cnica, cuyo nombre viene del acro´nimo en ingle´s Light Detection and
Ranging o Laser Imaging Detection and Ranging, permite determinar la distancia desde un
emisor la´ser a un objeto o superficie utilizando un haz de la´ser pulsado. Al igual que ocurre
con la tecnolog´ıa radar, donde se utilizan ondas de radio en vez de luz, la distancia al objeto se
determina midiendo el tiempo de retraso entre la emisio´n del pulso y su deteccio´n a trave´s de la
sen˜al reflejada. De esta manera permite la obtencio´n de informacio´n topogra´fica de una forma
barata, ra´pida y fiable, con alta resolucio´n espacial en las tres dimensiones [37], con lo que es
posible crear MDTs que representen el relieve con una gran fidelidad. Sin embargo, el LIDAR
convencional no es capaz de medir el terreno debajo de las superficies de agua [38], por lo cual
resulta necesario contar con fuentes de informacio´n alternativas para conocer la batimetr´ıa del
cauce. Entre ellas, una es la tecnolog´ıa SONAR [39], aunque tradicionalmente la informacio´n
batime´trica se ha obtenido realizando estudios topogra´ficos de los cauces de los r´ıos.
Estos estudios topogra´ficos tienen un inconveniente, que proporcionan informacio´n escasa. Las
secciones transversales se toman cada decenas o centenas de metros, dependiendo de la sinuosi-
dad del r´ıo, y por lo tanto sin ningu´n tipo de procesamiento no es posible generar una superficie
continua del cauce.
La motivacio´n del presente trabajo consiste por lo tanto en desarrollar un algoritmo, capaz de
obtener un MDT de las zonas donde el LIDAR no puede generarlo por estar bajo el agua. Para
ello, se interpolan las secciones transversales tanto en planta, a trave´s de interpolacio´n cu´bica
de Hermite, como en perfil, interpolacio´n lineal. De esta forma se an˜ade esta informacio´n a la
generada por el vuelo LIDAR obteniendo un MDT completo.
Para la validacio´n del algoritmo de interpolacio´n, se emplean dos te´cnicas. Por una parte,
se genera un cauce 1D con secciones medidas de forma directa del cauce del Ebro a su paso
por el meandro de Ranillas (Zaragoza), y otro con secciones obtenidas con el algoritmo de
interpolacio´n. Despue´s se comparan ambos cauces bajo criterios geome´tricos, y utilizando la
simulacio´n 1D, bajo criterios hidra´ulicos.
Por otra parte, con el algoritmo presente se genera un MDT completo del Parque Natural de los
Galachos de la Alfranca (Zaragoza) y se compara geometricamente con uno obtenido por [6] de
la misma zona. Adema´s, empleando criterios hidra´ulicos se comparan los resultados obtenidos
con la simulacio´n 2D de ambos MDTs.
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Cap´ıtulo 2
Modelos matema´tico y nume´rico
El propo´sito del presente trabajo consiste en la obtencio´n de un modelo digital terrestre
(MDT) que abarque tanto el lecho fluvial como las llanuras de inundacio´n, con el objetivo de
poder usarlo posteriormente en la simulacio´n nume´rica. Para la simulacio´n se empleara´n dos
tipos de modelos, por una parte los 1D y por otra los 2D.
2.1. Ecuaciones del flujo de superficie libre en 1D
Los modelos 1D son un modelo simple de feno´menos muy complejos, que incorpora u´ni-
camente las influencias ma´s importantes. Para ello, el flujo ha de considerarse unidimensional
bajo las hipo´tesis de St. Venant, o aguas poco profundas [41][42], que son:
El flujo es unimensional. La velocidad se supone uniforme sobre cada seccio´n transversal
y el nivel de agua en la superficie horizontal a trave´s de la misma.
La curvatura de las l´ıneas de corriente es pequen˜a y las aceleraciones verticales son des-
preciables. La distribucio´n de presio´n es simplemente hidrosta´tica.
Las fuerzas de friccio´n con las paredes pueden ser descritas mediante leyes similares a las
utilizadas para flujo estacionario.
La pendiente media del fondo θ es pequen˜a, de modo que se pueden tomar las aproxima-
ciones:
cos θ ≈ 1, sin θ ≈ tan θ ≈ θ
donde θ es ahora la pendiente media en la direccio´n principal.
En estos modelos, para definir el cauce es necesario definir las secciones transversales que lo
forman. En principio estas pueden tener cualquier forma y variar a lo largo del cauce, siempre
y cuando no violen la segunda hipo´tesis.
Las ecuaciones de la aproximacio´n unidimensional son resultado de integrar en la direccio´n
transversal las ecuaciones de la aproximacio´n bidimensional, y estas a su vez de integrar en
la direccio´n vertical las ecuaciones tridimensionales. Con lo cual, las ecuaciones para el caso
unidimensional en la aproximacio´n de aguas poco profundas en su forma conservativa son [3][1]:
∂U(x, t)
∂t
+
∂F(x,U)
∂x
= H(x,U) (2.1)
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U =
(
A
Q
)
, F =
(
Q
Q2
A
+ gI1
)
, H =
(
0
g [I2 + A (S0 − Sf )]
)
(2.2)
donde Q es el caudal, A la a´rea mojada, g la aceleracio´n debida a la gravedad y S0 la pendiente
del fondo definida como
S0 = −∂zb
∂x
(2.3)
con zb la elevacio´n del fondo del cauce y Sf el te´rmino de friccio´n con el mismo. Este te´rmino
se puede expresar a trave´s de la ley de Manning
Sf =
n2Q|Q|
A2R
4/3
h
(2.4)
donde n es el coeficiente de rozamiento de Manning y Rh el radio hidra´ulico. Por otra parte, I1
representa la fuerza de presio´n ejercida sobre cualquier seccio´n transversal y tiene la forma
I1 =
∫ zs
zb
(h− η)b(x, η)dη (2.5)
siendo h la profundidad del agua, zs el nivel de la la´mina libre y b(x, η) la anchura de la seccio´n
transversal del cauce con η la coordenada en la profundidad. Por u´ltimo, I2 es la fuerza de
presio´n debida a las variaciones de la anchura del canal con la distancia
I2 =
∫ zs
zb
(h− η)∂b(x, η)
∂x
dη (2.6)
Como se puede observar en la ecuacio´n (2.3) aparece un te´rmino en funcio´n de zb, y este a
su vez en las ecuaciones (2.1) y (2.2). De tal forma que una buena representacio´n de la elevacio´n
del fondo es de vital importancia a la hora de resolver el sistema de ecuaciones. Es por lo tanto
motivo de estudio y preocupacio´n la obtencio´n de datos precisos de la elevacio´n.
2.2. Ecuaciones del flujo de superficie libre en 2D
El sistema de ecuaciones para flujo de superficie libre en 2D se obtiene de promediar en la
vertical las ecuaciones de conservacio´n de la masa y el momento lineal en tres dimensiones. El
sistema en su forma conservativa se expresa [41][16][4]:
∂U
∂t
+
∂F(U)
∂x
+
∂G(U)
∂y
= H(U, x, y) (2.7)
donde las variables conservadas:
U = (h, qx, qy)
T (2.8)
h la profundidad del agua, qx = hu y qy = hv, con u y v las velocidades en los ejes OX y OY ,
respectivamente, promediadas en la vertical . Los flujos de estas variables
F =
(
qx,
q2y
h
+
1
2
gh2,
qxqy
h
)T
, G =
(
qy,
qxqy
h
,
q2x
h
+
1
2
gh2
)T
(2.9)
siendo g la aceleracio´n debida a la gravedad. El te´rmino fuente del sistema esta´ formado por la
pendiente del fondo y el rozamiento
H =
(
0, gh (S0x − Sfx) , gh (S0y − Sfy)
)T
(2.10)
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donde las pendientes del nivel del fondo son
S0x = −∂zb
∂x
, S0y = −∂zb
∂y
(2.11)
El te´rmino de la viscosidad turbulenta proveniente de las ecuaciones de Navier-Stokes ha sido
despreciado. Esto se debe a que la influencia de este efecto en las velocidades promediadas es
muy pequen˜o y puede ser incluido en los te´rminos de rozamiento [44].
Las pe´rdidas por friccio´n se pueden escribir en funcio´n del coeficiente de rozamiento de Manning
en la forma
Sfx =
n2u
√
u2 + v2
h4/3
, Sfy =
n2v
√
u2 + v2
h4/3
(2.12)
Al igual que en la ecuacio´n (2.3), en la (2.11) aparecen dos te´rminos en funcio´n de zb.
Pero en esta ocasio´n, las derivadas son respecto a x e y, y por lo tanto se requiere conocer la
elevacio´n en funcio´n de ambas variables. Para ello se debe definir una superficie z = zb(x, y), de
forma que lo que realmente se necesita es la representacio´n topogra´fica del terreno. Esta ha de
ser lo suficientemente precisa para que al resolver el sistema de ecuaciones (2.1), el resultado
de la simulacio´n nume´rica se ajuste lo ma´ximo posible a la realidad. Esta es por lo tanto la
motivacio´n del presente trabajo, obtener una representacio´n topogra´fica precisa para despue´s
utilizar un simulador bidimensional.
2.3. Esquema nume´rico
El esquema nume´rico aplicado tanto en el modelo 1D, como en el 2D, es un me´todo upwind
expl´ıcito de primer orden de volu´menes finitos. En tal caso los sistemas (2.1) y (2.7) pueden
escribirse como:
∂U
∂t
+
−→∇E = H (2.13)
teniendo en cuenta que en el modelo 1D es E = F, y en el 2D E · n = Fnx + Gny. Integrando
en un volumen o celda Ω:
∂
∂t
∫
Ω
UdΩ +
∫
Ω
(
−→∇E)dΩ =
∫
Ω
HdΩ⇒ ∂
∂t
∫
Ω
UdΩ +
∮
S
E · ndS =
∫
Ω
HdΩ (2.14)
siendo n un vector unitario normal a la superficie de Ω. En es el flujo normal y Jn es su
Jacobiano, el cual se puede diagonalizar
Jn = PΛnP
−1, Λn = P−1JnP (2.15)
Donde Λn es una matriz diagonal cuyos elementos son los autovalores de Jn, y P es una matriz
construida con sus autovectores.
Aplicando la linearizacio´n de Roe [43][45][3], es posible definir de forma local una matriz J˜n
en cada pared k de la celda cuyos autovalores λ˜k y autovectores e˜k puedan ser utilizados para
expresar las diferencias de los flujos a trave´s de la pared k como una suma de ondas
δUk = Ui −Uj =
∑
m
(α˜e˜)mk (2.16)
δ(E · n)k = J˜k (Ui −Uj) =
∑
m
(
λ˜α˜e˜
)m
k
(2.17)
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Figura 2.1: Diagrama del esquema nume´rico en 1D.
Donde i, j son los indices de las celdas que comparten la pared k. El te´rmino fuente se discretiza
tambie´n como
H˜kδx =
∑
m
(
β˜e˜
)m
k
(2.18)
En el modelo 1D con m = 2, el esquema nume´rico upwind expl´ıcito puede escribirse [3] como
Un+1i = U
n
i −
∆t
δx
[∑
m
(
λ˜+γ˜e˜
)m
i−1/2
+
∑
m
(
λ˜−γ˜e˜
)m
i+1/2
]n
(2.19)
donde γmi+1/2 =
(
α˜− β˜
λ˜
)m
i+1/2
y λ˜±mi+1/2 =
1
2
(
λ˜± |λ˜|
)m
i+1/2
, de tal forma que las contribuciones
entrantes desde la derecha y la izquierda se usan para actualizar el valor de las variables
conservadas en cada celda (Fig. 2.1). El paso temporal se toma de forma dina´mica para que
cumpla la condicio´n de Courant-Friedrich-Levy (CFL)
∆t = CFL
δx
maxm|λ˜m|
CFL ≤ 1 (2.20)
Ana´logamente a lo aplicado en el caso 1D, el esquema nume´rico upwind expl´ıcito 2D puede
ser discretizado usando volu´menes finitos, de forma que se obtiene [3]
Un+1i = U
n
i −
∆t
Ai
NE∑
k=1
∑
m
[(
λ˜−γ˜e˜
)m
k
lk
]n
(2.21)
En el caso de un modelo 2D se toma m = 3, y si la malla es no estructurada el nu´mero de
bordes (NE) es igual a 3 (Fig. 2.2). La longitud lk se refiere a la longitud de los bordes de la
celda i. En mallas no estructuradas se tomara´ la equivalente de la distancia δx como χi y se
define por medio del a´rea de la celda (Ai) y la longitud de los bordes k, tal que:
χi =
Ai
ma´xk=1,NE lk
(2.22)
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Figura 2.2: Diagrama del esquema nume´rico en 2D.
La condicio´n de estabilidad nume´rica (CFL), en el caso 2D, queda determinada por la
expresio´n
∆t = CFL
min(χi, χj)
maxm|λ˜m|
CFL ≤ 1 (2.23)
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Cap´ıtulo 3
Geomorfolog´ıa fluvial
En este cap´ıtulo se presentan las caracter´ısticas f´ısicas ma´s frecuentes y relevantes de los
r´ıos con el fin de proporcionar una base conceptual para el posterior ana´lisis morfolo´gico de los
cauces generados mediante el algoritmo.
3.1. Perfil longitudinal del cauce
El perfil longitudinal de un r´ıo describe la forma en el que e´ste var´ıa su cota en funcio´n de
su longitud y recorrido, de manera que el perfil longitudinal refleja la pendiente de cada tramo
(Fig. 3.1).
Figura 3.1: Perfil longitudinal del r´ıo Bernesga (Leo´n)
En general, los perfiles longitudinales de los r´ıos presentan una forma co´ncava con una
pendiente que disminuye con la longitud. La relacio´n aproximada entre la cota y la distancia
longitudinal, es
Sl = S0e
−aξ (3.1)
donde Sl es la pendiente a una distancia ξ aguas abajo desde un punto de referencia con una
pendiente S0 y a es el coeficiente de disminucio´n de la pendiente.
El comportamiento de la corriente de agua o re´gimen hidra´ulico esta´ determinado por la pen-
diente del r´ıo. En el caso de que la pendiente sea mayor al 6 %, se llama torrentes a los cursos de
agua. Si la pendiente esta´ entre 1.5 % y 6 %, se les denomina r´ıos torrenciales. Existen tambie´n
otros te´rminos para referirse a la pendiente del r´ıo, como r´ıos de montan˜a o de llanura, aunque
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sin demasiada precisio´n.
La pendiente de un cauce esta´ determinada por multitud de variables, como el caudal, la carga
de sedimentos, taman˜o de los sedimentos y geolog´ıa del terreno. Generalmente cuanto mayor
es la extensio´n de la cuenca vertiente menor es la pendiente del cauce. Tambie´n existe relacio´n
entre el taman˜o del sustrato y la pendiente, de forma que tramos de gran pendiente tienen
asociados taman˜os de sustrato grande. Por lo tanto, a medida que disminuye la pendiente y au-
menta la extensio´n de la cuenca, el taman˜o del sustrato disminuye. El motivo es que por efecto
del proceso de erosio´n al que se ve sometido el sedimento, disminuye el taman˜o del mismo a
medida que aumenta la distancia longitudinal. Adema´s, cuanto menor es la pendiente menor
capacidad para transportar material grueso tiene la corriente, por lo que el material ma´s fino
llega ma´s lejos [40].
La relacio´n entre el taman˜o del material sedimentario (D) y la pendiente (i) determina la sen-
sibilidad del r´ıo ante los cambios del caudal. Para un valor alto de i/D, el r´ıo es muy sensible
o inestable, y en el caso de una avenida se dan grandes cambios en la pendiente. Si por el
contrario la relacio´n i/D es pequen˜a, el cambio de la pendiente tambie´n lo es.
3.2. Trazado del sistema fluvial
El trazado de un cauce se refiere a la forma que presenta el r´ıo en planta. Las diferencias
en la sinuosidad, el cociente entre la longitud del r´ıo y la longitud del valle en un determinado
tramo, permiten diferenciar tres tipos ba´sicos de trazado.
Se dice trazado recto cuando la sinuosidad es inferior a 1.5. En este tipo de cauces, poco comu-
nes en la naturaleza [40], no son apreciables las curvas en el cauce si bien la l´ınea que une los
puntos de mayor profundidad (thalweg) puede ser curvada.
Cuando la sinuosidad es superior a 1.5, al cauce se le denomina meandriforme o sinuoso. En
este caso, el cauce es u´nico y curvado. De estudios en laboratorio de flujos de agua con trans-
porte de sedimento, se tiene constancia de que son el resultado de la formacio´n de meandros en
cauces rectos debido a la ma´s mı´nima imperfeccio´n de la alineacio´n recta o por causa externa
accidental [40]. Adema´s, en los cauces sinuosos las secciones transversales son asime´tricas (Fig.
3.2). El calado es mayor en la orilla co´ncava o exterior del meandro, y menor en la convexa o
interior. Este feno´meno es consecuencia de la corriente secundaria. Esta, se genera por efecto
de la accio´n de la fuerza centrifuga sobre la corriente principal, y debido a ella se erosiona la
parte convexa, depositando el material erosionado en la parte co´ncava. De esta forma, es mayor
la pendiente y la profundidad en la parte convexa que en la co´ncava. Mediante este proceso
pueden surgir playas en las orillas interiores.
Figura 3.2: Planta (izquierda) y secciones transversales (derecha) vistas en el sentido de la
corriente de un cauce meandriforme.
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Como consecuencia de los procesos de erosio´n y sedimentacio´n los meandros son una mor-
folog´ıa dina´mica. La evolucio´n presente se debe ba´sicamente a dos movimientos, uno al despla-
zamiento aguas abajo de los meandros, y otra, al movimiento en direccio´n perpendicular a la
anterior, aumentando su curvatura. La evolucio´n de estos movimientos depende de la resistencia
a la erosio´n del terreno, y su homogeneidad da como resultado diferentes tipo de meandros:
meandros regulares, tortuosos, irregulares o errantes irregulares (Fig. 3.3).
Figura 3.3: Trazado recto y diferentes tipos de meandros.
El u´ltimo paso de la evolucio´n de los meandros es el de su estrangulamiento, es decir, cuando
el r´ıo acorta su curso cortando el cuello de un meandro. De esta forma se forman los lagos de
herradura o galachos (en aragone´s) (Fig. 3.4).
Figura 3.4: Estrangulamiento de meandros y formacio´n de galachos.
Cuando se alcanza un nivel de umbral de carga de sedimentos y/o de pendiente, se forman
los r´ıos trenzados o anastomosados [46]. Estos se caracterizan por la formacio´n de un curso de
agua muy ancho y poco profundo que se divide en varios brazos dejando islas (sumergibles)
entre s´ı al unirse y volver a separarse. Estos cauces son inestables en el sentido de que una
crecida puede cambiar considerablemente de lugar el brazo principal (Fig 3.5).
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(a) (b)
Figura 3.5: (a) Cauce trenzado visto en planta. (b) Seccio´n transversal.
3.3. Geometr´ıa hidra´ulica
Gran parte del conocimiento actual de los r´ıos tiene una base emp´ırica, a trave´s de la
observacio´n y la experimentacio´n, siendo e´stas necesarias para la elaboracio´n de una teor´ıa
determinista del comportamiento de los cauces basada exclusivamente en principios f´ısicos uni-
versales.
Una relacio´n de base emp´ırica que muestra las condiciones en el que un r´ıo forma un cauce
trenzado o meandriforme es
i ·Q0.44 = 0.0116 (3.2)
donde i es la pendiente y Q el caudal (m3/s). Para Q0.44 > 0.0116 el r´ıo es trenzado, y mean-
driforme en caso contrario. De todas formas, la igualdad no marca el l´ımite entre un caso y
otro. Pueden darse casos en los que el r´ıo tenga ambas propiedades a la vez. O incluso que en
la parte alta tenga un cauce trenzado y meandriforme aguas abajo. Por ello, la clasificacio´n
resulta difusa [40], y las propiedades han de tomarse como orientativas para determinar un tipo
de trazado.
Existen ciertas relaciones de origen emp´ırico que se toman como caracter´ısticas de los r´ıos si-
nuosos, haciendo la abstraccio´n del trazado del cauce, que relacionan la longitud de onda (λ)
de los meandros, su amplitud (a), el caudal (Q) y la anchura del cauce en la superficie libre
(B) (Fig. 3.6).
Figura 3.6: Para´metros de un r´ıo sinuoso visto en planta.
Dos relaciones son:
λ ≈ 10B (3.3)
a ≈ 3B (3.4)
Por otra parte, de forma emp´ırica se ha determinado que la anchura B es proporcional a la raiz
cuadrada del caudal
B ∝
√
Q (3.5)
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De forma que un r´ıo el doble de ancho es cuatro veces ma´s caudaloso. Adema´s, teniendo en
cuenta que el caudal es Q ≈ B · y · v y la relacio´n (3.5), se concluye que la anchura aumenta en
mayor medida con el caudal, que el calado (y). De forma que la relacio´n de forma de seccio´n
(B/y) crecera´ suavemente con el caudal. Esto es, un r´ıo ma´s caudaloso da un cauce mas ancho
en comparacio´n a su calado, que uno menos caudaloso (Fig. 3.7).
Q1 > Q2 ⇒ (B/y)1 > (B/y)2 (3.6)
Figura 3.7: Comparacio´n de las secciones transversales entre un r´ıo grande y otro pequen˜o.
De las expresiones (3.3) y (3.4) se desprende que los r´ıos grandes y pequen˜os son proporcio-
nales entre s´ı en planta, pero no mantienen ninguna proporcionalidad en la relacio´n de forma
de seccio´n (B/y).
Existe otra relacio´n emp´ırica entre B/y y el taman˜o del material en el cauce, que establece que
cuanto menor es el contenido de material fino en el cauce mayor es B/y, al igual que ocurre
con el caudal (Q) (Fig. 3.8). Adema´s, se ha observado que cuando mayor es la cantidad de
transporte so´lido o el taman˜o caraster´ıstico de los sedimentos, menor es la sinuosidad. De tal
manera que en los r´ıos donde se da un gran aporte de sedimentos, la secciones transversales son
ma´s anchas y menos profundas en proporcio´n y la sinuosidad disminuye, por lo que el cauce
pasa de ser meandriforme a trenzado.
Figura 3.8: Variacio´n de la seccio´n transversal u´nicamente en funcio´n del taman˜o del mate-
rial. Material grueso (1), medio (2) y fino (3).
3.4. Caudal dominante
Diversos r´ıos tienen un cauce, de mayor o menor profundidad, que limitado por sus orillas
queda separado de las llanuras de inundacio´n [40]. A dicho cauce se le denomina cauce principal.
La existencia del cauce principal es el resultado de hacer fluir un r´ıo por una llanura. Por accio´n
de la erosio´n comienza a crearse un pequen˜o arroyo que poco a poco se convierte ma´s profundo y
ancho. Las posibles avenidas depositan el material erosionado en la llanura, y por consecuencia,
aumentan su cota haciendo ma´s dif´ıcil el desbordamiento. Este proceso tiende a un equilibrio,
en el que el cauce principal contiene en la mayor parte de los casos las aguas, a excepcio´n de
las avenidas. As´ı se forma, por lo tanto, el cauce principal.
Siendo as´ı, el caudal dominante se define como el caudal que llena el cauce principal, puesto
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que es el que desarrolla la mayor accio´n modeladora sobre el cauce, debido a que un caudal
mayor es poco frecuente y apenas incrementa la velocidad o la tensio´n tangencial. Es por lo
tanto el caudal empleado en las expresiones emp´ıricas que relacionan el caudal con la geometr´ıa
del cauce.
Ciertos autores, establecen un periodo de retorno entre 1 y 2 an˜o para los caudales dominantes
[47]. Sin embargo, en el caso de la a´rea mediterranea se ha determinado que el periodo de
retorno se halla entre 1.5 y 7 an˜os [40].
3.5. Morfolog´ıa de las llanuras de inundacio´n
Las llanuras de inundacio´n son las a´reas pro´ximas al cauce principal del r´ıo, de pequen˜a
pendiente, que en caso de avenida pueden resultar inundadas. A grandes rasgos la llanura de
inundacio´n resulta ser muy llana, pero observa´ndolas con mayor detenimiento son visibles dis-
tintas formaciones. Tomando un corte transversal, pueden aparecer zonas con tendencia llana,
co´ncava o convexa.
La tendencia convexa surge cuando las orillas de un cauce se situ´an por encima de la llanura,
formando diques naturales. A los r´ıos en esa situacio´n se les denomina r´ıos colgados (Fig. 3.9).
Por otra parte, pueden aparecer depresiones, debida a la existencia de paleocauces o cauces ex-
tintos, que en caso inundacio´n pueden comportarse como cauces activos. A este tipo de cauces
se les denomina cauces de alta.
Figura 3.9: Cauce colgado con los diques en sus ma´rgenes.
El proceso dominante que actu´a sobre las llanuras de inundacio´n es la sedimentacio´n. Debido
a este proceso se forman diferentes tipos de depo´sitos de material. Por una parte, esta´n los
depo´sitos de material ma´s fino que se situ´an lejos del cauce principal, en las zonas donde la
velocidad del agua ha sido menor. Por otra, esta´n los depo´sitos de acreacio´n lateral, cuyo
origen esta´ en el crecimiento de las barras en las partes co´ncavas de los meandros (Fig. 3.10).
La formacio´n de diferentes tipos de depo´sitos hace que la cota de la llanura de inundacio´n
aumente.
Figura 3.10: Depo´sitos de acreacio´n vertical (izquierda) y lateral (derecha) en la llanura de
inundacio´n.
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Cap´ıtulo 4
Interpolacio´n geome´trica
4.1. Presentacio´n del problema a resolver
El propo´sito principal del trabajo consiste en generar una superficie continua de la topo-
graf´ıa del cauce a partir de una serie de datos, las secciones transversales de un cauce, que sea
capaz de transportar los caudales de agua correctamente. Para ello, es necesario hallar alguna
forma de poder generar esa informacio´n que no se tiene entre dos secciones consecutivas, y la
herramienta u´til para ello es la interpolacio´n nume´rica. En primer lugar, es necesario identificar
la informacio´n de la que se dispone para generar el cauce.
Para definir el cauce se dan una serie de secciones transversales del mismo, definidas por puntos,
donde las coordenadas x e y definen la posicio´n de los puntos en el plano OXY o en planta, y
z es su elevacio´n. Para el sencillo caso de una seccio´n trapezoidal los datos son como los de la
tabla 4.1.
x y z
0.0 0.0 10.0
0.0 10.0 0.0
0.0 20.0 0.0
0.0 30.0 10.0
Tabla 4.1: Datos a interpolar.
Los puntos definen la seccio´n visible en la Fig. 4.1. Mediante una sucesio´n de secciones trans-
versales se puede definir un cauce de manera discreta como se puede apreciar en la figura 4.2.
Este caso corresponde al meandro de Ranillas (Zaragoza). Tal y como se observa, es necesario
un mayor nu´mero de puntos (puntos rojos) para poder definir una seccio´n real. De tal manera
que cuanto ma´s puntos se tomen al medir cada seccio´n, ma´s detalles se captan obteniendo una
seccio´n ma´s fiel a la realidad.Tambie´n sucede lo mismo con el nu´mero de secciones medidas. A
mayor nu´mero de secciones menor es la diferencia entre el cauce generado y el real. Esto, en
cambio, supone un mayor coste material y personal.
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Figura 4.1: Seccio´n transversal de forma trapezoidal. (a) Vista en planta de los puntos que
definen la seccio´n. (b) Vista en plano alzado de los puntos que definen la seccio´n.
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Figura 4.2: Meandro de Ranillas (Zaragoza). (a) Sucesio´n de secciones definiendo el cauce
visto en planta. (b) Una seccio´n del cauce visto en plano alzado.
Una vez se tienen los puntos que definen las secciones, hay que igualar el nu´mero de puntos
en todas. Esto se hace remuestreando las secciones de forma lineal. Una vez hecho esto, so´lo hay
que interpolar las secciones para obtener un cauce continuo. Para ello, se debe tener en cuenta
que los puntos esta´n georeferenciados, en coordenadas UTM (del acro´nimo en ingle´s Universal
Transverse Mercator, es un sistema de coordenadas basado en la proyeccio´n cartogra´fica trans-
versa de Mercator en el que las magnitudes se expresan en metros u´nicamente al nivel del mar,
a diferencia del sistema de coordenadas geogra´ficas, expresadas en longitud y latitud [49]), y
por lo tanto las secciones tambie´n, de forma que se puede definir la direccio´n normal de las
mismas en el plano OXY .
4.2. Conceptos ba´sicos de la interpolacio´n
El problema general de la interpolacio´n es el siguiente: dados n + 1 puntos distintos a ≤
x1 ≤ x2 ≤ ... ≤ xn+1 ≤ b de un intervalo [a, b], llamados nodos de interpolacio´n, y n+1 nu´meros
reales y1, y2, ..., yn+1, llamados valores de la interpolacio´n, se trata de encontrar una funcio´n f ,
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Figura 4.3: Feno´meno de Runge. La funcio´n azul es la curva anal´ıtica. Los puntos negros
los puntos de muestreo de la funcio´n anal´ıtica tomados para la interpolacio´n. La
funcio´n roja es la funcio´n de interpolacio´n de orden 10.
tal que f(xi) = yi para i = 1, 2, ..., n + 1. El caso particular ma´s conocido es el problema de
interpolacio´n polino´mica, donde f(xi) es un polinomio de grado menor o igual a n. As´ı, para
una funcio´n de interpolacio´n polinomial lineal hacen falta dos valores de interpolacio´n, tres
para la cuadra´tica y cuatro para la cu´bica, y as´ı sucesivamente.
Cuando en interpolacio´n polino´mica se utilizan polinomios de orden superior a 2, aparecen
oscilaciones hacia los extremos. A este problema se le denomina feno´meno de Runge. Un ejem-
plo de este feno´meno se aprecia en la Fig. 4.3. En ese caso la l´ınea azul representa la funcio´n
anal´ıtica, y la roja es la funcio´n de interpolacio´n, de orden 10, que interpola los puntos negros
que se han obtenido de un muestreo de la funcio´n anal´ıtica. Por lo tanto para un orden alto de
interpolacio´n el resultado es incorrecto [48].
Una solucio´n a este problema son las curvas spline o interpolacio´n polino´mica a trozos. Estas,
son funciones de interpolacio´n construidas entre cada par de nodos o puntos de control, en vez
de en todo el intervalo. De tal manera que en el intervalo [a, b] con n + 1 nodos, tendremos n
funciones.
fi(x) = y , con i = 1, ..., n , x ∈ [xi, xi+1] , y ∈ [yi, yi+1] (4.1)
La funciones polino´micas que se emplean pueden ser lineales, cuadra´ticas, cu´bicas, ... La
diferencia respecto a las que se definen en todo el intervalo reside en el hecho de que al ser defi-
nidas entre pares de nodos deben establecerse nuevas condiciones de contorno ante la ausencia
de valores nodales. Las condiciones de contorno pueden obtenerse de imponer un valor a las
derivadas o su continuidad en los nodos.
4.3. Eleccio´n del me´todo de interpolacio´n en el plano
OXY
La eleccio´n del tipo de interpolador se debe hacer teniendo en cuenta la informacio´n de
partida. Por una parte esta´n los nodos xi y xi+1 y los valores de la funcio´n en los mismos, yi e
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yi+1, respectivamente. Y por otro lado, se tiene en valor de las primeras derivadas en los mismos
nodos, mi y mi+1, mediante el ca´lculo de la direccio´n normal de la secciones en el plano OXY .
Por lo tanto hay cuatro condiciones de contorno por intervalo.
2 condiciones: fi(xi) = yi , fi(xi+1) = yi+1
2 condiciones: f ′i(xi) = mi , f
′
i(xi+1) = mi+1
Con cuatro condiciones de contorno es posible definir como ma´ximo un polinomio de orden
tres. Por lo tanto, se puede optar por un polinomio lineal, cuadra´tico o cu´bico. La eleccio´n, en
cambio, debe tener como objetivo la correcta representacio´n del cauce visto en planta o pro-
yectado sobre el plano OXY . De forma que el polinomio debe poder representar curvas como
la de la figura 4.4, con la primera derivada continua y con cambios en el signo de la segunda
derivada. Consecuentemente, el polinomio debe ser cu´bico.
Figura 4.4: Cauce ficticio.
Por otra lado, se debe escoger el tipo de spline cu´bico cuyas condiciones de contorno son
dadas por los valores de la funcio´n y de la primera derivada en los nodos. El tipo de interpolador
que cumple dichas condiciones son los splines cu´bicos de Hermite no parame´tricos. Por lo tanto
ese el me´todo de interpolacio´n empleado para interpolar las secciones y generar el cauce en
planta.
4.4. Interpolacio´n cu´bica de Hermite por splines en for-
ma no parame´trica
La interpolacio´n cu´bica de Hermite por splines en su versio´n no parame´trica, la variable
independiente es la coordenada x, y la dependiente y, de forma que el polinomio se expresa
como fi(x) = y. Su expresio´n general (Ape´ndice I), para cada subintervalo [xi, xi+1], es
fi(x) = y = h00(t)yi + h10(t) (xi+1 − xi)mi + h01(t)yi+1 + h11(t) (xi+1 − xi)mi+1 (4.2)
donde el factor de escala normalizado t, se define como t = x−xi
xi+1−xi . La expresio´n de las funciones
h00(t), h10(t), h01(t) y h11(t) es
h00(t) = (1 + 2t) (1− t)2 = 2t3 − 3t2 + 1 (4.3)
h10(t) = t (1− t)2 = t3 − 2t2 + t (4.4)
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h01(t) = t
2 (3− 2t) = −2t3 + 3t2 (4.5)
h11(t) = t
2 (t− 1) = t3 − t2 (4.6)
4.5. Ejemplo de interpolacio´n mediante splines cu´bicos
de Hermite
Con objeto de entender como interpolar con este me´todo, se presenta un caso acade´mico
sencillo. Para ello, conside´rese una serie puntos (xi, yi) y la direccio´n unitaria (ni) que debe
tener la funcio´n en el punto de control, y ha´gase pasar una curva por todos los puntos.
Los valores de la primera derivada de la funcio´n en los nodos, como se ha sen˜alado anterior-
mente, son condiciones de contorno, y por lo tanto, deben ser obtenidos. Para ello, se calcula
el vector normal de cada seccio´n, y se toma el valor de su tangente como el valor de la primera
derivada. Esto supone una aproximacio´n, ya que en el caso de la recta tangente de la funcio´n
su longitud no tiene por que´ ser la misma que el mo´dulo del vector normal (Fig. 4.5).
Figura 4.5: Diferencia entre el vector normal de una seccio´n transversal y la primera derivada
de la funcio´n.
Los datos del ejemplo acade´mico son los de la tabla 1. En total hay 5 nodos, y por lo tanto
4 funciones, una por cada subintervalo.
x y n
5 10 (0.5,
√
3
2
)
20 12.5 (
√
2
2
,−
√
2
2
)
27.5 5 (0.174, 0.985)
37.5 15 (1, 0)
45 7.5 (0.819,−0.574)
Tabla 4.2: Datos de ejemplo acade´mico de interpolacio´n mediante Hermite.
Primer subintervalo:
m1 =
ny1
nx1
=
√
3
2
0.5
= 1.732
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m2 =
ny1
nx1
=
√
2
2
−
√
2
2
= −1
t1 =
x− 5
20− 5 =
x− 5
15
, x ∈ [5, 20]
Sustituyendo t1 en las funciones h, la expresio´n del interpolador es:
f1(x) = h100(t1)y1 + h110(t1) (x2 − x1)m1 + h101(t1)y2 + h111(t1) (x2 − x1)m2 =
= 10h100(t1) + 25.98h110(t1) + 12.5h101(t1)− 15h111(t1)
(4.7)
Segundo subintervalo:
El procedimiento en este caso es el mismo que en el anterior, y por lo tanto el resultado
final es:
f2(x) = 12.5h200(t2)− 7.5h210(t2) + 5h201(t2) + 42.46h211(t2) (4.8)
Tercer subintervalo:
f3(x) = 5h300(t3) + 56.61h310(t3) + 15h301(t3) (4.9)
Cuarto subintervalo:
f4(x) = 15h400(t4) + 7.5h401(t4)− 5.26h411(t4) (4.10)
De los anteriores splines se obtiene la interpolacio´n visible en la Fig. 4.6. Es visible como se
cumplen las condiciones C0 y C1, y que los valores de las derivadas son los dados en la tabla 1.
-2
 0
 2
 4
 6
 8
 10
 12
 14
 16
 18
 0  10  20  30  40  50
y
x
Figura 4.6: Interpolacio´n de los puntos de la tabla 1 mediante la splines cu´bicos de Hermite.
4.6. Interpolacio´n en planta de las secciones transversa-
les
Para interpolar la secciones, y as´ı, obtener un cauce continuo, se debe hacer lo mismo que
en la Fig. 4.6, pero aplicado a un mayor nu´mero de puntos. De esta forma, se hace pasar una
curva por cada seccio´n de manera que una todas la secciones, tal y como se observa en la Fig.
4.7(a). Para ello, el nu´mero de puntos que definen cada seccio´n debe ser igual, ya que en caso
contrario, no es posible hacer pasar una curva por cada punto (Fig. 4.7(b)).
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(a) (b)
Figura 4.8: (a) Interpolacio´n posible con polinomios no parame´tricos. (b) Problema debido
a pendiente vertical.
(a) (b)
Figura 4.7: (a) Interpolacio´n de los puntos que definen las secciones. (b) Problema debido a
la diferencia de nu´mero de puntos.
4.7. Restricciones en la aplicabilidad de los splines de
Hermite
Los polinomios, sin importar su orden, no pueden tener pendientes verticales, es decir,
dx = 0 y dy 6= 0 para fi(x) = y. De forma que se pueden representar funciones como la de la
figura 4.8(a), pero no como la de la 4.8(b), muy comunes en los r´ıos. Esto, por lo tanto, limita
mucho su aplicabilidad.
Para la representacio´n de la funcio´n del caso 4.8(b), se puede optar al uso de los splines
de Hermite, pero en versio´n parame´trica. En ese caso, tanto la coordenada x como y, son las
variables dependientes de la longitud de arco (ξ) de la funcio´n, tal que
y = gi(ξ) = ay + byξ + cyξ
2 + dyξ
3 , ξ ∈ [0, 1] , y ∈ [yi, yi+1] (4.11)
x = hi(ξ) = ax + bxξ + cxξ
2 + dxξ
3 , ξ ∈ [0, 1] , x ∈ [xi, xi+1] (4.12)
En ese caso, para definir una pendiente vertical basta con dx
dξ
= 0, sin tener que hacer dy
dx
, que
no esta´ definido cuando existen pendientes verticales. Dicho esto, puede parecer que el mejor
me´todo de interpolacio´n posible para el cauce real de un r´ıo es el caso parame´trico, pero en
realidad no es as´ı. El problema es que el nu´mero de condiciones de contorno necesarias, 8 en
total, para resolver el sistema de ecuaciones (4.11) y (4.12) es mayor que el nu´mero de conciones
de contorno existentes, 4. Por lo tanto, la libertad del interpolador parame´trico para representar
cualquier curva, en realidad es un problema cuando no hay datos suficientes.
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4.8. Solucio´n a las restricciones de aplicabilidad de los
splines de Hermite no parame´tricos
Una forma de solucionar el problema de representar mediante splines no parame´tricos curvas
que en algu´n punto tuvieran una pendiente vertical, ya que en tal caso f ′ ∈ @, si f(x) = y, es
hacer g(y) = x en el subintervalo donde haya una pendiente vertical, sin tener que cambiar el
me´todo de interpolacio´n. De esta manera, cuando la pendiente sea vertical se tiene g′(y) = 0.
Es una solucio´n sencilla a este problema, sin tener que hacer grandes cambios. Au´n as´ı, existen
ciertas restricciones. La primera es que, si la normal de una de las dos secciones en el subintervalo
tiene pendiente horizontal o vertical (Fig. 4.9(a) y Fig. 4.9(b)), la normal de la otra seccio´n no
puede formar un a´ngulo respecto a la otra de 90◦. La otra condicio´n es que, si la normal de una
de las secciones del subintervalo tiene pendiente horizontal o vertical, al hacer el intercambio
de coordenadas x→ y′ y y → x′, la curva no puede ser bivaluada (Fig 4.10(a) y Fig. 4.10(b)).
Estas situaciones a priori se espera que no se den, puesto que si se desea que la representacio´n
del cauce en planta sea fiel a la realidad, ser´ıa deseable que hubiera ma´s secciones en cada
subintervalo presente en las figuras 4.9 y 4.10.
(a) (b)
Figura 4.9: Secciones en rojo, interpolacio´n en negro. Primera situacio´n a evitar: Una seccio´n
horizontal (a) o vertical (b) y la otra perpendicular a esta.
(a) (b)
Figura 4.10: Segunda situacio´n a evitar: Una seccio´n horizontal (a) o vertical (b) y la otra
dispuesta de tal manera que la funcio´n es bivaluada en el sistema de coorde-
nadas correspondiente.
4.9. Interpolacio´n de la elevacio´n de las secciones trans-
versales
Con las herramientas presentadas u´nicamente se ha recreado la forma del r´ıo en planta. Para
conocer el cauce, se debe obtener tambie´n co´mo es el lecho, y esto todav´ıa no se ha calculado.
Para ello se debe interpolar la elevacio´n de los puntos de las secciones, y as´ı generar la elevacio´n
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del terreno. El me´todo de interpolacio´n empleado, con tal propo´sito, es lineal. La eleccio´n de
que sea lineal, se debe a ser coherentes con los modelos 1D donde la interpolacio´n de la elevacio´n
es lineal, puesto que el fondo de un cauce es muy variable y la mejor aproximacio´n se hace con
me´todo lineal [12].
Teniendo la elevacio´n z en funcio´n de un para´metro cualquiera ξ, para los nodos (ξi, zi) y
(ξi+1, zi+1), la ecuacio´n en el subintervalo es:
z = zi+1 +
zi+1 − zi
ξi+1 − ξi (ξ − ξi+1) (4.13)
El para´metro ξ es el para´metro independiente. En este caso, ξ es la longitud de arco de la
funcio´n de interpolacio´n en planta, desde el nodo anterior (Fig. 4.11(a)).
El por que´ de elegir la longitud de arco es que si la elevacio´n variase con x o y, no lo har´ıa
de forma lineal, ya que el r´ıo es sinuoso. Para hacer que el cambio sea lineal y simplificar el
ca´lculo, es mejor que var´ıe con ξ, siendo en tal caso lineal (Fig. 4.11b).
(a) (b)
Figura 4.11: (a) Vista en planta de la interpolacio´n por splines y la longitud de arco ξ. (b)
Interpolacio´n lineal de la elevacio´n en funcio´n de la longitud de arco.
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Cap´ıtulo 5
Ejemplos de generacio´n de un cauce
Con objeto de estudiar las limitaciones del algoritmo de interpolacio´n geome´trica, se van
a utilizar cuatro cauces ideales y dos reales. Los cauces ideales son dos con secciones triangu-
lares, uno recto y otro meandroso, uno con secciones trapezoidales y recto, y otro meandroso
con secciones triangulares y trapezoidales como antesala a cauces ma´s complejos. Despue´s, se
introducen los datos para intentar reproducir el cauce del Ebro a su paso por el meandro de
Ranillas (Zaragoza) y por la Reserva Natural de los Galachos de la Alfranca (Zaragoza).
5.1. T1: Cauce recto de seccio´n triangular
En esta seccio´n se intenta recrear un cauce recto con seccio´n triangular. Para ello, se dan
tres secciones de tres puntos cada una. Adema´s, se supone que tiene una pendiente descendente
constante de 1m de desnivel en 100m de longitud. Las secciones son un triangulo equila´tero,
con una anchura ma´xima de 10m (Tabla 5.1). La Fig. 5.1 muestra las secciones.
Para hacer una representacio´n precisa, se remuestrea de forma lineal cada seccio´n con 200
puntos, en vez de los 3 que tiene inicialmente. Observando las Fig. 5.2 y Fig. 5.3 se ven los
resultados. En la Fig. 5.3(a) se ve la interpolacio´n en planta, y en la Fig. 5.3(b) en perfil en
3D. Se puede apreciar co´mo var´ıa de forma lineal la elevacio´n del terreno. La pendiente en la
imagen 3D parece mayor de lo que es por efecto de la perspectiva.
Seccio´n 1 Seccio´n 2 Seccio´n 3
x (m) y (m) z (m) x (m) y (m) z (m) x (m) y (m) z (m)
0.00 -5.00 8.66 50.00 -5.00 8.16 100.00 -5.00 7.66
0.00 0.00 0.00 50.00 0.00 0.00 100.00 0.00 -1.00
0.00 5.00 8.66 50.00 5.00 8.16 100.00 5.00 7.66
Tabla 5.1: Secciones triangulares de un cauce recto (T1).
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Figura 5.1: (a) vista en planta y (b) vista en plano alzado de las secciones del caso T1.
(a) (b)
Figura 5.2: (a) vista en planta y (b) vista en perfil de las secciones del caso T1 despue´s de
la interpolacio´n.
(a) (b)
Figura 5.3: (a) vista en planta y (b) vista en perfil del cauce completo del caso T1.
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5.2. T2: Cauce meandroso de seccion triangular
En este caso las secciones siguen siendo triangulares, pero ahora el nu´mero de ellas ha de
aumentarse para poder definir un r´ıo meandroso. Para ello, son siete las secciones a interpolar.
Adema´s, se toma el fondo plano, en vez de variable.
Seccio´n 1 Seccio´n 2 Seccio´n 3
x (m) y (m) z (m) x (m) y (m) z (m) x (m) y (m) z (m)
99.015 100.170 1.000 85.000 81.000 1.000 19.500 92.867 1.000
100.000 100.000 0.000 85.000 80.000 0.000 20.000 92.000 0.000
100.985 99.826 1.000 85.000 79.000 1.000 20.500 91.134 1.000
Seccio´n 4 Seccio´n 5 Seccio´n 6
x (m) y (m) z (m) x (m) y (m) z (m) x (m) y (m) z (m)
4.015 54.826 1.000 18.707 49.293 1.000 54.500 59.134 1.000
5.000 55.000 0.000 18.000 50.000 0.000 55.000 60.000 0.000
5.985 55.174 1.000 17.293 50.707 1.000 55.500 60.866 1.000
Seccio´n 7
x y z
74.500 20.866 1.000
75.000 20.000 0.000
75.500 19.130 1.000
Tabla 5.2: Secciones triangulares de un cauce sinuoso (T2).
Los resultados esta´n en las figuras 5.4 y 5.5. En la primera se puede ver el cauce en el plano
OXY . Por otra parte, en la figura 5.5, se puede ver el cauce en tres dimensiones, y apreciar la
forma de la seccio´n transversal. Es claro que este caso tambie´n puede obtenerse con el algoritmo,
incluso siendo un cauce tan sinuoso. De esta forma, se ve como con los cambios pertinentes
(c 4.8) se pueden representar r´ıos muy sinuosos.
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Figura 5.4: Vista en planta del cauce de seccio´n triangular meandroso despue´s de la inter-
polacio´n (T2).
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Figura 5.5: Visio´n 3D del cauce generado (T2).
5.3. T3: Cauce recto de seccio´n trapezoidal
En este caso, al igual que en el primero, basta con definir tres secciones de forma trapezoidal.
El cauce tiene una longitud de 100m y un desnivel de 10m. La base de la secciones miden 10m,
y sus anchuras ma´ximas son 20m, a una altura de 10m. La Fig. 5.6 muestra las secciones.
Seccio´n 1 Seccio´n 2 Seccio´n 3
x (m) y (m) z (m) x (m) y (m) z (m) x (m) y (m) z (m)
0.00 -10.00 10.00 50.00 -10.00 5.00 100.00 -10.00 0.00
0.00 -5.00 0.00 50.00 -5.00 -5.00 100.00 -5.00 -10.00
0.00 5.00 0.00 50.00 5.00 -5.00 100.00 5.00 -10.00
0.00 10.00 10.00 50.00 10.00 5.00 100.00 10.00 0.00
Tabla 5.3: Secciones trapezoidales de un cauce recto (T3).
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Figura 5.6: (a) vista en planta y (b) vista en plano alzado de ambas secciones trapezoidales
del caso T3.
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Con estos datos el cauce generado es el de la Fig. 5.7. De esta manera puede verse que el
cauce generado es correcto, ya que concuerda con los datos introducidos.
(a) (b)
Figura 5.7: (a) vista en planta y (b) vista de perfi del cauce completo del caso T3.
5.4. T4: Cauce meandroso de seccio´n variable
Al igual que en los casos anteriores, para definir un cauce sinuoso se necesita un mayor
nu´mero de secciones. Estas se muestran en la Fig. 5.8 y en la tabla 5.4.
Seccio´n 1 Seccio´n 2
x (m) y (m) z (m) x (m) y (m) z (m)
7.845 160.797 2000.000 62.518 178.198 1000.000
0.000 200.000 1000.000 75.012 192.132 250.000
-7.845 239.203 2000.000 100.000 220.000 150.000
112.494 233.934 1000.000
Seccio´n 3 Seccio´n 4
x (m) y (m) z (m) x (m) y (m) z (m)
157.428 161.579 500.000 200.000 160.000 0.000
150.000 180.000 -350.000 200.000 200.000 -1000.000
135.144 216.842 -250.000 200.000 240.000 0.000
127.717 235.264 500.000
Tabla 5.4: Secciones trapezoidales del cauce sinuoso (T4).
29
 160
 180
 200
 220
 240
 0  50  100  150  200
Y 
(m
)
X (m)
seccion 1
seccion 2
seccion 3
seccion 4
(a)
-1000
-500
 0
 500
 1000
 1500
 2000
 160  180  200  220  240
Z 
(m
)
Y (m)
seccion 1
seccion 2
seccion 3
seccion 4
(b)
Figura 5.8: La secciones vistas en planta (a) y en plano alzado (b) (T4).
A priori se puede suponer que es un problema interpolar una seccio´n triangular con una
trapezoidal, pero no es as´ı, debido a que se remuestrea el nu´mero de puntos por seccio´n para
tener en todas el mismo nu´mero. De esta manera, el resultado de la interpolacio´n es visible en
la Fig. 5.9.
(a) (b)
Figura 5.9: La secciones vistas en planta (a) y en plano alzado (b). Se ha modificado el
factor de escala para poder visualizar mejor el cauce.
En este caso, se ha querido recrear en cierta forma un cauce ma´s realista, y que la l´ınea de
mayor profundidad (thalweg) discurra por las zonas exteriores de los meandros.
5.5. El Ebro a su paso por el meandro de Ranillas (Za-
ragoza)
En este caso las secciones son en total 14. El resultado de la interpolacio´n se muestra en la
Fig. 5.11. y en la Fig. 5.12.
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Figura 5.10: Las secciones tomadas del meandro de Ranillas vistas en planta.
Figura 5.11: Vista en planta del cauce completo en el meandro de Ranillas.
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Figura 5.12: Detalle meandro en 3 dimensiones
En la evaluacio´n de la interpolacio´n es interesante estudiar si aparecen ciertos rasgos en el
cauce interpolado observables en los cauces reales. Atendiendo a la Fig. 5.11, se aprecia como
el thalweg discurre en todos los meandros por la zona convexa, tal y como ocurre en los cauces
reales de acuerdo con el cap´ıtulo 3. Para ello, el thalweg efectu´a las transiciones necesarias en
los puntos de inflexio´n entre los meandros. Adema´s, examinando con mayor detenimiento la
geometr´ıa del meandro en la Fig. 5.12, es apreciable como la pendiente en la zona co´ncava es
ma´s suave que en la convexa, como ocurre en la realidad.
La presencia de estos detalles geome´tricos en el cauce es de gran importancia, puesto que le da
al cauce generado un cara´cter ma´s realista.
5.6. El Ebro a su paso por la Reserva Natural de los
Galachos de la Alfranca (Zaragoza)
En este caso las secciones utilizadas para interpolar el cauce son 27 (Fig. 5.13). El resultado
de la interpolacio´n aparece en las figuras 5.14 y 5.15. En este caso tambie´n, aunque no tan
visible como en el caso anterior, se puede apreciar que es mayor la profundidad en las partes
convexas de los meandros (Fig. 5.14) y tambie´n la pendiente (Fig. 5.15). Por lo tanto, al igual
que en el meandro de Ranillas, en este caso aparecen ciertas caracter´ısticas realistas interesantes
desde un punto de vista geomorfolo´gico.
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Figura 5.13: Las secciones tomadas del Ebro a su paso por la reserva natural.
Figura 5.14: Vista en planta del cauce generado en la R. N. de los galachos de la Alfranca
(Zaragoza).
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Figura 5.15: Detalle meandro en 3 dimensiones.
Con todos estos cauces generados se ha podido comprobar que el programa es capaz de
generar cauces reales, con mayor o menor exactitud, esto lo mediremos en el siguiente cap´ıtulo.
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Cap´ıtulo 6
Obtencio´n de un MDT completo
En este cap´ıtulo se obtiene un modelo digital terrestre completo (MDT que contenga las
llanuras de inundacio´n y el cauce a la vez) tanto para la zona del meandro de Ranillas, como
para la zona de la Reserva Natural de los Galachos de la Alfranca. Para obtenerlo, lo que se
hace es an˜adirle la informacio´n del cauce obtenido mediante la interpolacio´n de secciones al
MDT generado por el vuelo LIDAR.
Este proceso como se vera´, no esta´ exento de problemas. Por una parte, existe el riesgo de que
las secciones se hayan tomado en un an˜o concreto y que la informacio´n del LIDAR provenga
de otro. En este caso es muy probable que, debido a la modificacio´n del cauce por procesos
naturales o artificiales, el cauce en uno y otro caso no este´ en el mismo lugar. Haciendo imposible
utilizar ambos datos a la vez. Por otra parte, es posible que en el MDT proveniente del LIDAR
los ma´rgenes del r´ıo no este´n bien definidos. Esto puede hacer creer que el ancho del r´ıo es
mayor de lo que realmente es, y entonces, al intentar restarle la informacio´n de la la´mina de
agua, se este´ restando ma´s de lo que se debe. De esta manera, puede que el cauce generado por
la interpolacio´n sea ma´s estrecho y consecuentemente habra´ regiones sin informacio´n.
6.1. Meandro de Ranillas (Zaragoza)
Se parte de los datos del cauce generado (Fig. 6.1(a)), y de la informacio´n topogra´fica de
las llanura de inundacio´n proporcionado por el vuelo LIDAR (Fig. 6.1(b)). El color morado en
ambas ima´genes representa elevacio´n nula, y el color blanco la ausencia de datos.
Estudiando ambas ima´genes con detenimiento, puede observarse que la anchura del cauce en
muchos sitios es diferente, siendo ma´s ancha en la Fig. 6.1(a). Por otra parte, se puede ver como
hay definida una isla en las Fig. 6.1(b) a mitad de recorrido, la cual no ha sido representada en
el cauce de 6.1(a) por no haber ninguna seccio´n transversal que la capte. Tambie´n cabe decir
que, aunque no sea tan apreciable, la forma del cauce en ambos casos no es la misma.
La diferencia de anchura del cauce en ambos casos, siendo ma´s estrecha en el caso del LIDAR,
se debe a que la topograf´ıa obtenida con esta u´ltima muy posiblemente haya sido calculada en
un periodo seco. En cambio, las secciones han sido tomadas en un periodo ma´s caudaloso y por
lo tanto el r´ıo que se obtenga en tal caso, es ma´s ancho. Esto supone un problema, ya que a
la hora de sumar la informacio´n de uno sobre el otro, no se sabe muy bien cual hay que sumar
sobre cual.
Por otro lado, la presencia de la isla en el LIDAR es lo´gica, ya que cualquier superficie por
encima del nivel del agua es captada. Pero al tomar las secciones esto no es as´ı, ya que estas se
toman cada cierto nu´mero de metros, decenas o centenas. De todas formas, si se quiere hacer
un estudio ma´s exhaustivo, lo conveniente es tomar cierto nu´mero de secciones que capten la
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(a) (b)
Figura 6.1: (a) MDT del cauce y (b) MDT de las llanuras de inundacio´n.
isla.
Por u´ltimo, la diferencia morfolo´gica de los cauce se debe, por una parte, a la diferencia temporal
de la toma de datos, as´ı como al hecho de que la interpolacio´n no tiene por que´ mantener con
exactitud los ma´rgenes.
Con estos dos MDTs, lo que se debe hacer es an˜adir la informacio´n de uno sobre el otro. Para
ello, basta con tomar el archivo de informacio´n de uno, y donde no haya datos o estos sean
nulos, sumar los del otro. Mediante este procedimiento puede que algu´n punto siga teniendo
valor nulo o ninguno. En el trabajo presente se ha tomado el valor no nulo ma´s cercano a la
izquierda. Puede resultar un poco burdo, pero es una aproximacio´n va´lida.
En las siguientes dos ima´genes (Fig. 6.2) se tiene el caso de sumarle al MDT del cauce la
informacio´n de las llanuras (Fig. 6.2(a)), all´ı donde el primero no tiene informacio´n, o el caso
contrario (Fig. 6.2(b)).
Como se puede apreciar en el caso de la izquierda (Fig. 6.2(a)), la seccio´n del cauce es ma´s
(a) (b)
Figura 6.2: (a) MDT completado de informacio´n del cauce con la del LIDAR. (b) MDT
completado de informacio´n del LIDAR con la del cauce.
ancha, pero por el contrario, en el meandro no hay un cambio brusco en la elevacio´n, tal y como
ocurre en la zona convexa del meandro de Ranillas. Tambie´n ocurre lo mismo un poco antes
de la isla. Estas son ba´sicamente las diferencias. Sin saber cual resulta mejor, lo que se debe
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hacer es simular con cada una, y comparar los resultados, eligiendo la que mejor se estime que
se ajusta a la realidad. Vista la segunda imagen y sus cambios bruscos, todo parece indicar que
puede resultar mejor la primera.
6.2. Reserva Natural de los Galachos de la Alfranca (Za-
ragoza)
Se cuenta por una parte con el cauce del r´ıo (Fig. 6.3(a)), y por otra, con las llanuras de
informacio´n (Fig. 6.3(b)).
Observando ambas ima´genes, lo ma´s llamativo es que la anchura del cauce es menor en la
izquierda. Esto quiza´s puede ser debido a que se ha tomado por lamina de agua lo que no era,
y a la hora de restarle este dato, se ha restado ma´s de lo que se debiera. Por otra parte, la isla
situada al inicio no aparece en la imagen de la izquierda. Esto se debe a la ausencia de secciones
que la capten, de forma que el cauce generado con el algoritmo no la representara´.
En la Fig. 6.4, ambos MDTs esta´n sumados. El orden de la suma es indiferente ya que no hay
solapamiento entre ambas. Como en dicha figura se aprecia, hay zonas coloreadas de morado
(en este caso nula elevacio´n). Por lo tanto, el MDT de esta representacio´n no es va´lido para la
simulacio´n hidra´ulica, nuestro objetivo principal. Con lo cual, se deber hallar una solucio´n a
este problema.
(a) (b)
Figura 6.3: (a) Representacio´n del MDT del r´ıo, y en (b) el de la llanura de inundacio´n.
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Figura 6.4: Suma de los 2 MDTs disponibles.
Una solucio´n, puede ser utilizar un MDT generado por otro me´todo, y all´ı donde el MDT
generado a partir del cauce interpolado no posea informacio´n, an˜adir la del primero. Es una
solucio´n burda, pero a falta de ma´s datos, una de las ma´s simples. El cauce utilizado para
complementar el generado por el algoritmo, es un cauce creado por [6]. El resultado de este
proceso es visible en la figura 6.5.
Como se puede apreciar en la figura 6.5, hay cambios bruscos en la elevacio´n del lecho, tanto
a mitad de recorrido del cauce, como al final. Esto puede parecer que conduce a errores en los
resultados de la simulacio´n, au´n as´ı, eso debe ser confirmado por la simulacio´n hidra´ulica.
Figura 6.5: Solucio´n al problema de la Fig. 6.4.
38
Cap´ıtulo 7
Evaluacio´n de la calidad de la
interpolacio´n
En este cap´ıtulo se evalu´a la calidad de la interpolacio´n, tanto del cauce generado en el
meandro de Ranillas (Zaragoza) como en la Reserva Natural de los galachos de la Alfranca
(Zaragoza). Para ello, en cada caso se utiliza un procedimiento diferente de evaluacio´n.
En en caso del meandro, se comparan tres cauces generados con el algoritmo. El primero de
ellos, esta´ generado por el nu´mero total de secciones reales disponibles, y los restantes, se
obtienen de interpolar un nu´mero inferior de ellas. Despue´s, se simulan los tres cauces con un
modelo 1D, y se comparan los resultados obtenidos en cada caso. As´ı, tomando como cauce
de referencia el obtenido con todas la secciones, se estima el error que producen los otros dos
cauces. Esto ayuda a comprender co´mo afecta, y en que´ grado a la interpolacio´n, el nu´mero de
secciones utilizadas para generar el cauce.
Por otro lado, en el caso del cauce del Ebro a su paso por la R. N. de los Galachos de la Alfranca
(Zaragoza), se emplean dos cauces diferentes. Primero, un cauce de seccio´n triangular empleado
por [6] y los resultados que este produce. Y segundo, el cauce anterior, pero modificado. Esta
modificacio´n, consiste en an˜adir informacio´n del cauce de [6] all´ı donde el cauce obtenido con
el algoritmo no la tenga. Despue´s, se comparan los resultados de la simulacio´n 2D del cauce de
[6], y del modificado. La diferencia entre el cauce obtenido por [6] y mediante el algoritmo, es
que el primero resulta ser una primera aproximacio´n al cauce real, y el segundo es el resultado
de intentar obtener un cauce ma´s realista desde un punto de vista geomorfolo´gico e hidra´ulico.
7.1. Evaluacio´n del cauce generado para el meandro de
Ranillas (Zaragoza)
En este primer caso, se utiliza la simulacio´n 1D como referencia en caudal bajo. En la simu-
lacio´n 1D no es necesario introducir secciones interpoladas, basta con introducir las secciones
reales disponibles. Para comprobar si las secciones interpoladas se aproximan a las reales es
posible emplear la simulacio´n 1D, incluso para comprender co´mo afecta al cauce generado con
el algoritmo el nu´mero de secciones reales utilizadas.
En este caso, son 21 las secciones reales disponibles, que se distribuyen a lo largo de una lon-
gitud total de 6057.74m.
A partir de estas secciones se generan tres cauces diferentes. El primero utilizando el total de las
secciones, que se toma como el cauce de referencia. En el segundo, son 17 las secciones reales,
y 4 las obtenidas con el me´todo de interpolacio´n, tambie´n denominadas secciones interpoladas.
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As´ı, el nu´mero de secciones es el mismo, pero algunas son una aproximacio´n a las reales. En el
tercer caso, el nu´mero de secciones medidas es de 16, y el restante, hasta completar un total de
21 secciones, interpoladas.
Cauce No secciones medidas No secciones interpoladas Etiqueta de la secciones interpoladas
C1 21 0 ∅
C2 17 4 9, 14, 16, 20
C3 16 5 9, 14, 16, 18, 20
Tabla 7.1: Cauces utilizados para la simulacio´n 1D.
Etiqueta de la seccio´n Posicio´n (m)
9 2443.5
14 3977.41
16 4449.55
18 5082.83
20 5671.59
Tabla 7.2: Posicio´n de las secciones interpoladas desde el origen.
Como primer paso para la evaluacio´n de la interpolacio´n, se emplea un criterio geome´trico,
comparando las secciones generadas con las medidas. Adema´s, tambie´n se comparan las seccio-
nes interpoladas con las secciones reales vecinas de aguas arriba y aguas abajo.
Seccio´n interpolada 9.
En la Fig. 7.1(a), se muestra la seccio´n interpolada (azul) en comparacio´n con la medida
(rosa). Observando ambas se puede decir que son bastante parecidas, no iguales, a ex-
cepcio´n de un dique que se observa en la interpolada y en la otra no. Para entender el
motivo de la presencia de esta, se debe atender a la figura 7.1(b). En ella aparecen la
seccio´n vecinas de aguas arriba (rosa) y aguas abajo (verde), y la generada (azul). Como
se aprecia, esta se encuentra entre los valores de la elevacio´n de las vecinas, como cabe
esperar en una interpolacio´n. En este caso, la que se encuentra aguas arriba no capta el
pico, pero la de aguas abajo s´ı. Por lo tanto es de esperar que la del medio s´ı la capte,
aunque en menor grado.
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Figura 7.1: Seccio´n interpolada 9. (a) Comparacio´n entre la seccio´n medida y la interpolada.
(b) Comparacio´n de la seccio´n interpolada con las secciones vecinas de aguas
arriba y aguas abajo.
Seccio´n interpolada 14.
En el caso de la siguiente seccio´n interpolada, el resultado esta´ en la Fig. 7.2. En este
caso, la interpolada se parece ma´s a la medida en la zona del canal, pero en la llanura de
inundacio´n de la derecha el dique no aparece donde le corresponde, y su altura tampoco
es la adecuada. Au´n as´ı, al ser una interpolacio´n las que se deben tener en cuenta son sus
secciones vecinas, puesto que se debe ajustar a la interpolacio´n de e´stas. Y en este caso,
es evidente que queda entre los valores de la elevacio´n de las vecinas.
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Figura 7.2: Seccio´n interpolada 14. (a) Comparacio´n entre la seccio´n medida y la interpola-
da. (b) Comparacio´n de la seccio´n interpolada con las secciones vecinas de aguas
arriba y aguas abajo.
Seccio´n interpolada 16:
En este caso de la seccio´n de la Fig. 7.3, geome´tricamente se aproxima menos a la real que
las secciones 9 y 14. Aunque la anchura ma´xima del cauce es casi la misma, hay en torno
a 1.5m de diferencia en la profundidad ma´xima. Por otro lado, los diques de la izquierda
y de la derecha son de diferente taman˜o a los valores reales, y la llanura de inundacio´n se
parece menos en esta ocasio´n. De la comparacio´n con las secciones vecinas, se comprende
la diferencia entre la seccio´n interpolada y real.
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Figura 7.3: Seccio´n interpolada 16. (a) Comparacio´n entre la seccio´n medida y la interpola-
da. (b) Comparacio´n de la seccio´n interpolada con las secciones vecinas de aguas
arriba y aguas abajo.
Seccio´n interpolada 18:
En este caso, comparando la interpolada con la medida la diferencia es muy grande, so´lo
es parecido el valor de la anchura ma´xima, todo lo dema´s es muy diferente, la profundidad
ma´xima, la elevacio´n de las llanuras de inundacio´n, los diques, ... Del ana´lisis de la Fig.
7.4(b), se observa como las secciones vecinas son muy diferentes entre s´ı. El terreno es
muy variable, y al no haber ninguna correlacio´n en la elevacio´n del terreno, la seccio´n real
y la interpolada son muy diferentes.
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Figura 7.4: Seccio´n interpolada 18. (a) Comparacio´n entre la seccio´n medida y la interpola-
da. (b) Comparacio´n de la seccio´n interpolada con las secciones vecinas de aguas
arriba y aguas abajo.
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Seccio´n interpolada 20:
En este caso, como en el anterior, el resultado de la interpolacio´n es muy diferente a la
realidad. Observando la figura 7.5(b), se concluye que el motivo es la gran diferencia entre
las secciones vecinas, y que por lo tanto, el me´todo de interpolacio´n no es responsable
principal de dicha diferencia.
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Figura 7.5: Seccio´n interpolada 20. (a) Comparacio´n entre la seccio´n la medida y la inter-
polada. (b) Comparacio´n de la seccio´n interpolada con las secciones vecinas de
aguas arriba y aguas abajo.
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El siguiente paso consiste en estudiar como afectan estas variaciones de la topograf´ıa al
resultado final, es decir, a las variables hidra´ulicas. Para ello, se han colocado 21 sondas en el
cauce. Y despue´s, comparando con el cauce de referencia, se han obtenido los errores.
Las sondas, esta´n colocadas all´ı donde se ha introducido cada seccio´n, ya sea real o interpolada.
Los datos que se han obtenido de la simulacio´n 1D, son el caudal (Q), la cota de la la´mina libre
(h+ z) y el a´rea mojada (A) en funcio´n del tiempo (t).
La condicio´n inicial ha sido un flujo estacionario con un caudal de Q = 100m
3
s
. Para el ca´lculo
del estado transitorio, la condicio´n de entrada ha sido el caudal de una avenida de 86400s de
duracio´n con el ma´ximo caudal en t = 14400s (Qmax = 300
m3
s
, 500m
3
s
, 800m
3
s
y 1500m
3
s
) (Fig.
7.6). La condicio´n de contorno de salida, es un flujo con un nu´mero de Froude igual a 0.95.
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Figura 7.6: Hidrograma de la avenida simulada.
El gran volumen de datos de salida, hace necesario el uso de la estad´ısta para hacer un
ana´lisis. De esta forma, se ha obtenido el error cuadra´tico medio (RMS) para cada una de las
variables, as´ı como el error relativo medio.
El ca´lculo del error cuadra´tico medio (RMS) de la variable x, se ha realizado para cada variable
de una sonda utilizando el tiempo como para´metro.
RMS de x =
√√√√√ N∑
i=1
(
xref.i − xi
)2
N
(7.1)
donde xref.i es el valor de la variable de referencia respecto a la que se calcula el error y N es el
nu´mero de datos. En el ca´lculo del error relativo medio (ERM) el tiempo tambie´n es para´metro.
ERM de x =
1
N
N∑
i=1
|xref.i − xi|
xref.i
(7.2)
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Figura 7.7: Errores en Q para los diferentes cauces en el modelo 1D. (a) Qmax = 300
m3
s , (b)
Qmax = 500
m3
s , (c) Qmax = 800
m3
s , (d) Qmax = 1500
m3
s .
Observando los gra´ficos, se puede observar que a medida que aumenta el caudal ma´ximo
tambie´n aumenta el error cuadra´tico medio (Fig. 7.7). Esto parece lo´gico, ya que en
tal caso se ampl´ıan las diferencias en el caudal que pudiera haber. Para determinar la
importancia de los valores del error cuadra´tico medio, tambie´n se ha calculado el error
relativo. Los valores del error relativo, para los diferentes caudales y sondas, estan por
debajo de un 2 %. Por lo tanto el error en el caudal de los dos casos es bastante pequen˜o.
Por otro lado, al comparar el cauce 1 y el cauce 2, se observa que los errores son mayores
en el segundo. Esto parece lo´gico, ya que en el segundo caso el nu´mero de secciones reales
sustituidas por otras obtenidas con la interpolacio´n es mayor, una seccio´n ma´s. Por lo
tanto, se deduce que cuanto mayor es el nu´mero de secciones interpoladas, mayor es el
error.
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Figura 7.8: Errores en h+ z para los diferentes cauces en el modelo 1D. (a) Qmax = 300
m3
s ,
(b) Qmax = 500
m3
s , (c) Qmax = 800
m3
s , (d) Qmax = 1500
m3
s .
En este caso, como en el anterior, los errores son mayores en el 2o cauce, sea cual sea el
caudal ma´ximo (Fig. 7.8). El valor ma´ximo del error cuadra´tico para ambos casos es ma´s
o menos constante, en torno a 0.3m para el primer cauce, y 0.55m para el segundo. Estos
datos, por s´ı solos, no dicen mucho si no se observa el error relativo. El ma´ximo esta´ en
torno a 0.2 % para el primer caso, y 0.3 % para el segundo. Es por lo tanto muy pequen˜o.
Si la cota de la la´mina libre del Ebro a su paso por el meandro de Ranillas, ronda los
190m, el error relativo ma´ximo es de ma´s o menos el 0.02 %, pero en te´rminos absolutos
es ma´s de un 1m de diferencia, siendo la diferencia muy grande. Esto se debe en gran
parte a la irregularidad del fondo del Ebro a su paso por Ranillas (Fig. 7.10).
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Figura 7.9: Errores en A para los diferentes cauces en el modelo 1D. (a) Qmax = 300
m3
s , (b)
Qmax = 500
m3
s , (c) Qmax = 800
m3
s , (d) Qmax = 1500
m3
s .
En este caso, el error relativo ma´ximo es muy alto, en torno al 90 % (Fig. 7.9). Para
entender la razo´n de este hecho se debe observar la figura 7.10 donde esta´ representado
el thalweg a lo largo del cauce.
Figura 7.10: Variacio´n del thalweg a lo largo del meandro.
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Las secciones interpoladas se obtienen al medirlas sobre un cauce generado con la interpo-
lacio´n de un nu´mero concreto de secciones reales. Cuanto menor es el nu´mero de secciones
reales, peor se captan las caracter´ısticas el fondo, y cuanto ma´s irregular es el thalweg,
como en este caso, peor es todav´ıa. Consecuentemente, en el caso presente, al utilizar las
secciones interpoladas en la simulacio´n, es lo´gico que ciertos para´metros hidra´ulicos (p.
ejem. el a´rea mojada) sean muy diferentes a los obtenidos con un cauce generado so´lo con
secciones reales.
Con lo observado, el error que inducen las secciones interpoladas se debe reconocer que no es
despreciable en ciertos para´metros, y que el nu´mero de secciones reales utilizadas para generar
el cauce es muy importante. De todas formas, cuando no hay ninguna seccio´n real, si se utilizan
secciones interpoladas, el resultado puede ser una aproximacio´n decente a la realidad. Y por lo
tanto, como herramienta de aproximacio´n no se debe despreciar.
7.2. Evaluacio´n del cauce generado para el R. N. de los
Galachos de la Alfranca (Zaragoza).
En este caso, se emplea un simulador 2D para evaluar el MDT generado. Para ello, se com-
paran los resultados cualitativamente con los obtenidos por [6]. Por una parte, se compara la
huella de inundacio´n en ambos casos, observando las profundidades y direcciones de los flujos,
y por otro, se comparan los resultados de 21 sondas situadas en diferentes puntos de la regio´n
a estudiar.
En este caso, las condicio´n inicial ha sido un flujo estacionario con un caudal Q = 676.55
m3
s
.
La condicio´n de entrada del estado transitorio ha sido el caudal de la avenida, y la condicio´n de
salida es una salida libre. El caudal ma´ximo es 1002.44m
3
s
, que se da en el instante t = 196200s,
con una duracio´n total de la avenida de 288000s (3 d´ıas y 8 horas). El hidrograma de la avenida
aparece en la figura 7.11.
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Figura 7.11: Hidrograma de la avenida.
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Al calcular un estado transitorio o de avenida, es necesario haber calculado anteriormente
un estado estacionario. De esta manera, se llena el cauce de agua y la avenida comenzara´ sobre
un nivel de agua no nulo. Aprovechando esta situacio´n, se puede conocer cua´l es la huella de
inundacio´n que genera el estado estacionario en ambos casos, y comparar.
(a) (b)
Figura 7.12: Huella de inundacio´n en el caso estacionario. (a) Los resultados del MDT ob-
tenido con el algoritmo. (b) Los obtenidos por [3].
Sin dejar de lado los valores de la profundidad, lo ma´s destacable es la diferente huella
de inundacio´n de ambas ima´genes. A grandes rasgos, por una parte en la figura 7.12(a) se ha
inundado lo que parece ser un antiguo galacho, y por otra parte, en la figura 7.12(b), hay ma´s
superficie bajo el agua a partir de la mitad del recorrido del cauce.
El motivo de la inundacio´n, en el llenado, del galacho seco se puede deber a la elevacio´n del
terreno del vaso comunicante entre el cauce principal y el galacho. Siendo mayor en la figura
7.12(b), y que la de la figura 7.12(a). Para comprobar a que se debe, obse´rvese la figura 7.13.
(a) (b)
Figura 7.13: En blanco el mallado basto utilizado por [6], y en color, el fino, aplicado sobre
el MDT obtenido con el algoritmo. (a) Vista en perfil del mallado. (b) Vista
en planta del mallado.
La imagen (a) muestra la entrada del canal que comunica el cauce con el galacho, y en la (b)
hay una visio´n en planta del mismo. En color blanco es visible el mallado de [6], y en color el
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mallado utilizado en el presente trabajo. Ambos han sido superpuestos, de forma que el visible
es el que tiene mayor elevacio´n.
Como se puede observar, las elevaciones del mallado de [6] en esta regio´n queda ligeramente por
encima del generado con el algoritmo. Debido a esto, la altura de la la´mina libre no es suficiente
para que el agua fluya por el canal. Las diferencias en la elevacio´n tambie´n son visibles en la
Fig. 7.14.
(a) (b)
Figura 7.14: Comparacio´n entre mallados en la entrada del vaso comunicante entre el cauce
principal y el galacho en la margen derecha. (a) Mallado aplicado al MDT
obtenido con el algoritmo (514246 celdas). (b) Mallado de [6] (58331 celdas).
Por lo tanto, que el galacho se inunde en la simulacio´n depende de la elevacio´n del mallado.
Aunque la informacio´n proveniente del vuelo LIDAR en ambos casos es la misma, el nu´mero
de celdas para generar el mallado, no. Para el mallado de [6] el nu´mero es 58331, mientras que
para el otro es 514246. De tal forma que cuantas ma´s celdas hay, mayor es la precisio´n de la
representacio´n de la topograf´ıa, y ma´s fiables son los resultados.
Por otra parte, a mitad de recorrido del r´ıo en la malla ma´s fina hay una mayor zona inundada
(Fig. 7.12(a)), comparando con el otro caso (Fig. 7.12(b)). Para entender el motivo se debe
comprobar cual es la elevacio´n del terreno en ambos casos (Fig. 7.15).
(a) (b)
Figura 7.15: Comparacio´n entre mallados en el meandro situado a mitad de recorrido del
r´ıo. (a) Mallado aplicado al MDT obtenido con el algoritmo (514246 celdas).
(b) Mallado de [6] (58331 celdas).
Se ve claramente co´mo en el caso (a) la elevacio´n del mallado es menor en el lado co´ncavo
del meandro, y por lo tanto es lo´gico que se inunde con mayor facilidad. En la figura 7.16 es
visible la huella de inundacio´n en el u´ltimo meandro.
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(a) (b)
Figura 7.16: Comparacio´n entre mallados en el u´ltimo meandro.(a) Mallado aplicado al
MDT obtenido con el algoritmo (514246 celdas). (b) Mallado de [6] (58331
celdas).
En este caso, se ve lo que parece ser un dique entre el cauce y el terreno a su margen derecha
(Fig. 7.16). En la figura 7.16(a) queda mejor definido el dique. Aunque la elevacio´n del terreno
es inferior, la elevacio´n del dique es superior en ciertos puntos. Debido a esto, no se inunda el
terreno en el caso del mallado ma´s fino (Fig. 7.16(a)), y s´ı en el ma´s basto (Fig. 7.16(b)).
Queda por tanto claro que para que los resultados sean fieles a la realidad”, el nu´mero de
celdas debe ser lo ma´s alto posible. Ya que basta con que pocas celdas tengan una elevacio´n
incorrecta para que buena parte del terreno sea inundado. Esto, en cambio, supone un mayor
costo computacional para hacer la simulacio´n. Por lo tanto se debe de hallar un equilibrio entre
el costo computacional y la precisio´n.
Para obtener las diferencias en el caso transitorio, se analizan resultados a diferentes ins-
tantes t = 60000s (Fig. 7.17), 120000s (Fig. 7.18), 196200s (Fig. 7.19), 280000s (Fig. 7.20).
(a) (b)
Figura 7.17: (a) Resultados del cauce obtenido de la modificacio´n del cauce de [6] con los
resultados de la interpolacio´n. (b) Cauce de [6]. t = 60000s.
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(a) (b)
Figura 7.18: (a) Resultados del cauce obtenido de la modificacio´n del cauce de [6] con los
resultados de la interpolacio´n. (b) Cauce de [6]. t = 120000s.
(a) (b)
Figura 7.19: (a) Resultados del cauce obtenido de la modificacio´n del cauce de [6] con los
resultados de la interpolacio´n. (b) Cauce de [6]. t = 196200s.
(a) (b)
Figura 7.20: (a) Resultados del cauce obtenido de la modificacio´n del cauce de [6] con los
resultados de la interpolacio´n. (b) Cauce de [6]. t = 280000s.
Observando todas las ima´genes, se puede ver como el patro´n de inundacio´n del caso esta-
cionario se repite. Para determinar el motivo, antes de mirar si esto se debe a las diferencias
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en la elevacio´n del terreno, se comprueba que no se debe a la elevacio´n del cauce. Para ello,
se han obtenido 8 secciones transversales del cauce de [6], en adelante cauce no modificado, y
del obtenido de la modificacio´n, en adelante cauce modificado. La posicio´n de los cauces y sus
elevaciones esta´n en las figuras 1.21, 1.22, 1.23, 1.24 y 1.25.
Figura 7.21: Posicio´n de las secciones.
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Figura 7.22: Comparacio´n de la (a) seccio´n 1, y (b) seccio´n 2 del cauce principal del Ebro a
su paso por la R. N. de los galachos de la Alfranca (Zaragoza).
Las diferencias que hay entre las secciones en el mismo lugar del r´ıo son pequen˜as en casi
todos los casos. De tal forma que parece que la diferencia en la huella de inundacio´n se debe a
la diferencia en la elevacio´n de la topograf´ıa de las dos mallas, producido por la diferencia en
el nu´mero de celdas.
Observando la figura 7.17 se observa casi lo mismo que en la figura 7.12. En la Fig. 7.18,
en cambio, la gran diferencia con el instante t = 60000s, es que se ha inundado el terreno
al otro lado del dique que hay en el u´ltimo meandro. Esto es lo´gico, ya que no hay grandes
diferencias en el dique entre el mallado de [6] y el mallado ma´s fino, y por lo tanto lo espe-
rable es que suceda algo parecido. En t = 196200s, el momento de mayor caudal de entrada,
ambas ima´genes son parecidas, a excepcio´n del terreno colindante al galacho a la izquierda
del cauce. En el mallado ma´s fino este no se ha inundado, pero en el otro s´ı. Para comprobar
el motivo, se debe observar por donde accede el agua al terreno y cual es la elevacio´n del acceso.
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Figura 7.23: Comparacio´n de la (a) seccio´n 3, y (b) seccio´n 4 del cauce principal del Ebro a
su paso por la R. N. de los galachos de la Alfranca (Zaragoza).
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Figura 7.24: Comparacio´n de la (a) seccio´n 5, y (b) seccio´n 6 del cauce principal del Ebro a
su paso por la R. N. de los galachos de la Alfranca (Zaragoza)
Comparando ambos mallados, en negro el mallado ma´s basto y en color el fino, se aprecia
que las elevaciones del terreno son diferentes, siendo mayores en el fino. Por lo tanto es espe-
rable que tenga mayor facilidad para el desbordamiento en esta regio´n el mallado basto, tal y
como se aprecia en la figura 7.19(a). En las siguientes ima´genes se puede ver el nivel del agua
en ambos mallados.
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Figura 7.25: Comparacio´n de la (a) seccio´n 7, y (b) seccio´n 8 del cauce principal del Ebro a
su paso por la R. N. de los galachos de la Alfranca (Zaragoza)
Figura 7.26: Vista en planta del galacho en la margen izquierda del cauce principal. En
negro el mallado basto (58331 celdas) utilizado por [6], y en color, el fino
(514246 celdas), aplicado sobre el MDT obtenido con el algoritmo.
(a) (b)
Figura 7.27: Vista en perspectiva del galacho en la margen izquierda del cauce principal.
(a) Mallado fino, y (b) mallado basto
Tal y como se observa, el nivel de la la´mina libre del agua en el caso (b) es mayor a la
elevacio´n de la llanura de inundacio´n, no as´ı en el mallado ma´s fino. El campo de velocidades
del mallado de [6] en la Fig. 7.28.
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Figura 7.28: En negro el mallado basta utilizado por [6], y en color el fino, aplicado sobre
el MDT obtenido con el algoritmo
De estas comparaciones, al igual que antes, la conclusio´n que se puede sacar es que las
diferencias entre ambos casos se deben ba´sicamente al mallado, al diferente nu´mero de celdas.
Para terminar con la comparacio´n entre ambos casos, se estudian los resultados obtenidos de
un cierto nu´mero de sondas colocadas segu´n la siguiente imagen, en ambos mallados.
Figura 7.29: Posicio´n de las sondas.
El error cuadra´tico medio de los para´metros h, h + z, vx y vy se obtiene de comparar los
resultados de ambos mallados entre s´ı. De esta manera, puede determinarse el efecto de usar
un cauce respecto a otro. Los resultados son visibles en las tablas 7.3 y 7.4. En los casos donde
el valor del error relativo es indeterminado, se debe a que se han tomado como referencia los
datos de [6], siendo estos nulos en ciertas sondas.
El ca´lculo del error cuadra´tico medio (RMS) de la variable x, al igual que antes se ha
obtenido de la expresio´n
RMS de x =
√√√√√ N∑
i=1
(
xref.i − xi
)2
N
(7.3)
y el error relativo medio, se ha obtenido de
ERM de x =
1
N
N∑
i=1
|xref.max − xi|
xref.max
(7.4)
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h+z h
Sonda RMSE (m) ERM ( %) RMSE (m) ERM ( %)
1 0.100 0.056 0.000 ∅
2 0.339 0.183 0.546 12.085
3 0.635 0.278 0.502 21.682
4 0.748 0.353 0.748 24.538
5 0.943 0.386 0.929 51.021
6 0.550 0.306 0.000 ∅
7 0.030 0.016 0.000 ∅
8 0.281 0.151 0.429 14.120
9 0.161 0.085 0.133 6.043
10 0.099 0.043 0.416 21.408
11 0.286 0.126 0.362 35.411
12 0.469 0.202 0.555 30.298
13 0.160 0.087 0.000 ∅
14 0.959 0.461 0.840 ∅
15 0.082 0.041 0.838 153.858
16 0.206 0.106 0.101 36.326
17 0.152 0.065 0.158 22.325
18 0.100 0.055 0.000 ∅
19 0.440 0.226 0.447 41.943
20 0.117 0.062 0.335 9.584
21 1.529 0.681 1.529 52.923
Tabla 7.3: Error cuadra´tico medio (RMS) y error relativo medio (ERM) de h+ z y h.
donde xref.max es el valor ma´ximo de la variable de referencia. Esta eleccio´n se debe a que en
muchos casos en valor de xref. es nulo, y de esta forma se evita en varios casos.
En la tabla 7.3, al igual que en el caso 1D, el error relativo de h+ z es muy pequen˜o. Por un
lado, parte del error procede de la precisio´n de la representacio´n topogra´fica debida al nu´mero
de celdas. Por otro, parte de la contribucio´n al error procede de la diferente cota de la la´mina
libre en ambos casos, como se puede apreciar en los errores de h. El erro relativo en el caso de h,
no es para nada despreciable, superando incluso en un caso el valor de 150 %. Estas diferencias
son el resultado de la desigual inundacio´n de la llanura.
En el ca´lculo del error del campo de velocidades (Tabla 7.4) tambie´n hay casos donde el
error relativo es indeterminado, como consecuencia de haber dividido entre un valor nulo. Los
valores de los errores en este caso son muy dispares entre s´ı. En algunas sondas el error cuadra´ti-
co medio es nulo. Esto es consecuencia de no haber sido sumergidas estas sondas. Por otro lado,
el error relativo en ciertas sondas supera 100 %, algo esperable al igual que en los errores de h,
debida a la desigual inundacio´n en la llanura.
Con lo visto hasta ahora, no se puede asegurar que el MDT creado con el algoritmo sea
preciso. Con los datos disponibles so´lo se puede decir que ofrece una solucio´n aproximada a la
de [6]. Para poder hacer un ana´lisis ma´s exhaustivo, se deben tener datos medidos directamente
sobre el terreno. Adema´s, para poder llegar al l´ımite del me´todo de interpolacio´n desarrollado,
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vx vy
Sonda RMSE (m/s) ERM ( %) RMSE (m/s) ERM ( %)
1 0.000 ∅ 0.000 ∅
2 0.042 67.966 0.186 40.083
3 0.151 19.397 0.091 42.005
4 0.354 55.521 0.189 53.677
5 0.125 122.268 0.022 ∅
6 0.000 ∅ 0.000 ∅
7 0.000 ∅ 0.000 ∅
8 0.041 6.258 0.019 3.193
9 0.099 18.038 0.061 20.858
10 0.056 15.730 0.206 ∅
11 0.050 13.231 0.033 16.584
12 0.046 190.152 0.010 3.268
13 0.000 ∅ 0.000 ∅
14 0.007 ∅ 0.008 ∅
15 0.106 28.751 0.092 ∅
16 0.011 29.299 0.026 139.899
17 0.004 ∅ 0.002 ∅
18 0.000 ∅ 0.000 ∅
19 0.071 42.471 0.085 ∅
20 0.015 3.822 0.033 31.490
21 0.018 3.880 0.025 235.219
Tabla 7.4: Error cuadra´tico medio (RMS) y error relativo medio (ERM) de vx y vy.
se debe tener informacio´n de partida ma´s precisa. La informacio´n proveniente del vuelo LIDAR
debe ser tomada temporalmente lo ma´s cercano posible a la toma de datos de las secciones del
r´ıo, con tal de garantizar que circula el mismo caudal en ambos casos. Adema´s, lo ido´neo es
que los ma´rgenes sean definidos lo mejor posible para evitar puntos sin informacio´n tal y como
ha ocurrido al generar un MDT completo.
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Cap´ıtulo 8
Conclusiones
El objetivo principal del presente trabajo ha sido la obtencio´n de un modelo digital terrestre
(MDT) que capte con alta resolucio´n espacial la informacio´n topogra´fica de un cauce y de su
llanura de inundacio´n, como se ha comentado anteriormente. Para ello, se han empleado dos
procedimientos distintos. Por una parte, se ha utilizado la informacio´n topogra´fica proveniente
del vuelo LIDAR de la llanura de inundacio´n. Pero el hecho de no poder obtener la informacio´n
batime´trica del cauce mediante esta te´cnica, ha llevado a buscar nuevas herramientas para su
obtencio´n. Con tal fin, se ha desarrollado un algoritmo de interpolacio´n de las secciones trans-
versales, utilizando splines cu´bicos de Hermite para la interpolacio´n en planta, y un me´todo
de lineal para la interpolacio´n de la elevacio´n del cauce. De esta forma es posible obtener un
MDT que abarque el cauce, para posteriormente an˜adir su informacio´n al MDT proveniente del
LIDAR que contiene la llanura de inundacio´n, obteniendo finalmente un MDT completo que
recoja tanto el lecho como la llanura de inundacio´n.
Una vez obtenido el cauce, es necesario comprobar si el resultado es satisfactorio desde el
punto de vista hidra´ulico, el objetivo final para el cual sirve el MDT. Para ello, se han utili-
zado un modelo 1D y otro 2D, sobre el cauce del Ebro a su paso por el meandro de Ranillas
(Zaragoza) y sobre la R. N. de los galachos de la Alfranca (Zaragoza), respectivamente.
Por una parte, del total de secciones reales disponibles se retiran algunas y se genera un cauce
con las restantes. Posteriormente, se miden sobre el cauce las secciones situadas en el mis-
mo lugar que las secciones retiradas, y se comparan entre s´ı utilizando criterios geome´tricos y
hidra´ulicos. La comparacio´n geome´trica se hace comparando visualmente cada pareja de sec-
ciones. En la comparacio´n hidra´ulica se utiliza en modelo 1D. Para ello, se genera un cauce
utilizando u´nicamente las secciones reales, y otros dos cauces sustituyendo ciertas secciones
reales por interpoladas. Con los resultados de los diferentes cauces se hace una comparacio´n de
los para´metros hidra´ulicos. De esta manera se llega a dos conclusiones. Una, que los resultados
son una razonable aproximacio´n a la realidad, y que por ello, el algoritmo desarrollado puede
ser u´til. Otra, que el nu´mero de secciones reales utilizadas para la generacio´n del cauce es im-
portante, como parece lo´gico a priori, y que por lo tanto cuanto ma´s secciones reales haya ma´s
fieles a la realidad son los resultados.
Por otro lado, se utiliza el modelo 2D, para comparar el MDT generado con el algoritmo,
y otro obtenido por [6]. En este caso, se han comparado las huellas de inundacio´n de ambos
MDTs, as´ı como las variables hidra´ulicas, con el objetivo de evaluar que efectos tiene sobre
la hidra´ulica de la llanura de inundacio´n el cauce generado a partir de la interpolacio´n. Los
resultados en este caso no han podido ser evaluados de una forma correcta, debido al diferente
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mallado del MDT de [6], y del generado con el algoritmo. En el caso de [6], el nu´mero de celdas
utilizadas ha sido mucho menor, y por ello, las diferencias entre ambos MDTs se han debido
ba´sicamente a ello. Au´n as´ı, en ambos casos los resultados no han sido muy diferentes, y por lo
tanto, se puede decir que el MDT obtenido en el presente trabajo no produce grandes cambios
en la hidra´ulica respecto a la realidad. Para una correcta evaluacio´n, sin embargo, es necesario
poseer datos reales medidos directamente en campo.
Los resultados obtenidos demuestran que aunque no sean todo lo bueno que se desear´ıa, son
en cierta forma una buena aproximacio´n a la realidad. Por lo tanto, el me´todo de interpolacio´n
empleado para la obtencio´n de un MDT puede ser u´til cuando no se posea informacio´n directa
del cauce.
Cabe destacar, que similar al algoritmo desarrollado en el presente trabajo, existen otros
[11][12]. En el trabajo de [11], el me´todo de interpolacio´n tanto en planta como en la elevacio´n
del cauce es lineal. Para ello, la interpolacio´n se hace en un sistema de referencia local donde
las variables son la longitud de arco del cauce, y la distancia desde el centro del mismo a los
ma´rgenes. En cambio, en el trabajo de [12], tambie´n se hace uso de la interpolacio´n lineal para
la interpolacio´n en planta y de la elevacio´n, pero en un sistema de referencia global. En ambos
trabajos, sin embargo, se aplica un suavizador en los ma´rgenes para evitar grandes diferencias
en la elevacio´n entre la llanura de inundacio´n y el cauce. En el algoritmo del presente trabajo
no se ha hecho uso de ningu´n suavizador, debido a que ello supone hacer una aproximacio´n
ma´s en la topograf´ıa del terreno, y ello, puede introducir diferencias significativas respecto a
la realidad. Por ejemplo, si existiera un dique entre el cauce y la llanura, el suavizador que lo
que hace es promediar la elevacio´n, puede hacerlo desaparecer, y de esta manera cambiar el
escenario sobre el cual simular. Es por ello, que se ha tomado la decisio´n de no usarlo.
Por lo tanto, aunque la idea de obtener un MDT completo mediante la interpolacio´n es comu´n
en los tres trabajos, el me´todo y desarrollo no lo es, y consecuentemente, el presente trabajo
supone una novedad.
Como trabajo futuro cabe decir que el algoritmo presentado requiere todav´ıa de ma´s desa-
rrollo. Esto se debe a que no ha sido disen˜ado, de forma especial, para la representacio´n de
las posible islas que pudiera haber en el r´ıo, y por lo tanto, se debe mejorar este aspecto. Por
otro lado, es necesario comprobar los resultados obtenidos con datos medidos directamente en
campo. En este sentido, es interesante poder validar el algoritmo en otros r´ıos aparte del Ebro.
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Ape´ndice I
En este ape´ndice se tratara´ de obtener la ecuacio´n de interpolacio´n cu´bica por splines de
Hermite:
fi(x) = y = h00(t)yi + h10(t) (xi+1 − xi)mi + h01(t)yi+1 + h11(t) (xi+1 − xi)mi+1 (1)
Siendo t un para´metro de normalizacio´n para pasar de [xi, xi+1] a [0, 1], tal que:
t =
x− xi
xi+1 − xi (2)
mi y mi+1 expresan el valor de la primera derivada, o lo que es lo mismo a y
′
i y y
′
i+1, respecti-
vamente. Y por u´ltimo, h00, h10, h01 y h11 forman la base de las funciones de Hermite.
h00(t) = 2t
3 − 3t2 + 1 (3)
h10(t) = t
3 − 2t2 + t (4)
h01(t) = −2t3 + 3t2 (5)
h11(t) = t
3 − t2 (6)
Obtencio´n de la funcio´n de interpolacio´n
A la hora de interpolar se busca un interpolador cu´bico por splines que interpole los puntos
(xi, yi) y (xi+1, yi+1), respetando el valor de la primera derivada en los mismos.
Por lo tanto, la funcio´n de interpolacio´n general sera´ de la forma
fi(x) = y = a
′ + b′x+ c′x2 + d′x3 con x ∈ [xi, xi+1] , y ∈ [yi, yi+1] (7)
Esta, se puede normalizar normalizar en funcio´n de un pa´rametro t (2):
fi(t) = a+ bt+ ct
2 + dt3 con t ∈ [0, 1] (8)
En total hay 4 inco´gnitas en la ecuacio´n, y para resolverla se necesitan 4 datos. 2 de estos datos
los obtenemos de conocer el valor de la funcio´n en los nodos (xi, yi), o lo que es lo mismo en
t = 0, 1. Y otros 2, de conocer el valor de la primera derivada, fi(0) = m
′
i = (xi+1 − xi)mi y
fi(1) = m
′
i+1 = (xi+1 − xi)mi+1, tambie´n en los mismo nodos. De esta manera es sistema es
totalmente determinable.
Para ello, haciendo las sustituciones pertinentes:
fi(0) = a = yi (9)
fi(1) = a+ b+ c+ d = yi+1 (10)
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De las primeras derivadas:
f ′i(0) = b = m
′
i (11)
f ′i(1) = b+ 2c+ 3d = m
′
i+1 (12)
El sistema matricialmente se puede escribir como:
yi
yi+1
m′i
m′i+1
 =

1 0 0 0
1 1 1 1
0 1 0 0
0 1 2 3


a
b
c
d
 (13)
Resolviendo el sistema, por ejemplo mediante sustituciones, se obtiene:
a = yi
b = m′i
c = −3yi + 3yi+1 − 2m′i −m′i+1
d = 2yi − 2yi+1 +m′i +m′i+1
(14)
De tal forma que la ecuacio´n (8) se puede escribir como:
fi(t) = yi +m
′
it+
(−3yi + 3yi+1 − 2m′i −m′i+1) t2 + (2yi − 2yi+1 +m′i +m′i+1) t3 (15)
o reagrupando los te´rminos y expresa´ndolo en funcio´n de x:
fi(x) = (2t
3 − 3t2 + 1) yi + (t3 − 2t2 + t) (xi+1 − xi)mi + (−2t3 + 3t2) yi+1 + (t3 − t2) (xi+1 − xi)mi+1
= h00(t)yi + h10(t) (xi+1 − xi)mi + h01(t)yi+1 + h11(t) (xi+1 − xi)mi+1
(16)
De esta forma obtenie´ndose la expresio´n (1).
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